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Einleitung. 


Den folgenden Untersuchungen liegt ein bestimmter 
Rationalitätsbereich zu Grunde. Derselbe braucht nicht 
der absolute, d. i. aus den gewöhnlichen Rationalzahlen 
bestehende Bereich |1] zu sein. Nur der Bereich, welcher 
den aufgeführten numerischen Beispielen zu Grunde gelest 
ist, soll, wenn nichts Besonderes erwähnt ist, der absolute |1| 
sein. Im übrigen ist der Kürze halber statt ‚‚Grösse 
des Rationalitätsbereichs“‘ meist ‚rationale Grösse‘ bezw. 
„BRationalzahl‘ gesagt, statt „Quadrat einer Grösse des 
BRationalitätsbereichs“: ‚„@Quadratzahl‘“‘ und statt ‚‚dritte 
Potenz einer Grösse des Rationalitätsbereichs“: „Cubik- 
zahl‘ gesetzt. 


Die Abhandlung beginnt mit einer Herleitung der 
umfassendsten auflösbaren transitiven Gruppen 6. Grades, 
an welche sich die Aufzählung der gleichfalls auflösbaren 
transitiven Untergruppen anschliesst. Für 3 der sich so 
ergebenden 12 auflösbaren Gruppen sind hierauf die zu- 
gehörigen Gleichungstypen aufgestellt. Nur mit den Namen 
der Verfasser, ohne jeden weiteren Zusatz sind folgende 
Werke und Abhandlungen citiert: 

1) Klein, Vorlesungen über das Ikosander. 

2) Netto, Substitutionentheorie und ihre Anwendung auf die Algebra. 

3) Hack, Inauguraldissertation, Tübingen 1895. 

4) Oayley, On the substitution groups for two, three, four, five, 

six, seven and eight letters in „The quaterly Journal of 
Mathematics“, XXV, 1891. 


Annan nn 


(1) 


Sr; 
Die auflösbaren transitiven Gruppen 6. Grades. 


Es sei 


re) = 0 


eine beliebige irreducible Gleichung 6. Grades, die durch 
Wurzelgrössen auflösbar ist; I’ sei ihre Galois’sche Gruppe, 
und ihre Wurzeln seien &,, %, %, &%,, X, und &,. Letztere 
müssen alle numerisch von einander verschieden sein, da 
(1) als irreducibel vorausgesetzt ist. Da (1) auflösbar sein 
soll, so muss es eine Folge von Gruppen geben: 


I: I, Io, one Zn, 1020, 


wobei Io +ı die Identität bezeichnet und jede Gruppe aus- 
gezeichnete Untergruppe der vorangehenden mit Primzahl- 
index ist. Da (1) irreducibel sein soll, muss Z’ transitiv 
und zwar imprimitiv sein, da der Grad 6 von (1) eine aus 
verschiedenen Primzahlen zusammengesetzte Zahl ist.!) Die 
Ordnung einer transitiven Gruppe ist teilbar durch die 
Anzahl der Elemente bezw. den Grad der zugehörigen 
Gleichung; also ist die Ordnung von Z' zunächst sicher 
von der Form 6 m, wobei übrigens bekanntlich m die An- 
zahl derjenigen Substitutionen bedeutet, die ein Element 
in irgend ein anderes oder in sich selbst überführen. 


Die Identität Tg -ı ist intransitiv, da jeder Buch- 
stabe für sich ein System der Intransitivität bildet. Wenn 


1) Netto 8 237. 


ed 


wir daher die Reihe (2) von links nach rechts durchgehen, 
so muss eine letzte transitive Gruppe, /',, vorkommen, so 
dass I,,, und die folgenden Gruppen intransitiv sind. 
Wir haben hier den Fall, dass eine intransitive Gruppe, 
I, ,, ausgezeichnete Untergruppe einer transitiven, I, 
ist. Es müssen darum die Systeme der Intransitivität von 
Ty., gleichviele Buchstaben enthalten. Die xe zerlegen 
sich also in I, , in « Systeme von je v Buchstaben, so 
dass u» = 6 ıst. Da sind 4 Fälle zu unterscheiden: 


0 7 Zr 0, nei ae 25, 
Y)u=3,v=2. 


Im Falle 1) haben wir nur 1 System der Intransiti- 
vität, d. h. eine transitive Gruppe. I, ,, sollte aber in- 
transitiv sein; Fall 1) ist darum auszuschliessen. Im Falle 
2) haben wir 6 Systeme der Intransitivität von je einem 
Buchstaben; I, , ist also dann die Identität, ‚gleichbe- 
deutend mit I, , ,. Wir haben also lauter transitive Gruppen 
mit Ausnahme der letzten, der Identität I, 7 Es sind 
folglich die Ordnungen aller Gruppen der Reihe (2) bis 
auf I' 0 incl. durch 6 teilbar; insbesondere ist auch die 
Ordnung von I’, von der Form 6 r, wo r eine positive 
ganze Zahl bedeutet. Nun sollte jede Gruppe der Reihe (2) 
ausgezeichnete Untergruppe der vorangehenden mit Prim- 
zahlindex sein, d. h. I, , , eine ausgezeichnete Untergruppe 
von I, mit Primzahlindex. Die Ordnung 6 r von I,,, ge- 
teilt durch die Ordnung 1 von I, 7, müsste also eine 
Primzahl sein. Das ist unmöglich, weil schon 6 eine zu- 
sammengesetzte Zahl ist. Fall 2) ist also ebenfalls auszu- 
schliessen. Es bleiben demnach nur noch die beiden 
Fälle 3) und 4) übrig. Im Falle 3) hat I,_,, 2 Systeme 
der Intransitivität von je 3 Buchstaben. Zu dem einen 
Systeme mögen gehören &,, &%, und &,; zu dem andern 


%,, %, und &,. Man kann dies in der That so annehmen, 
1* 


est 


da es sich im andern Falle durch eine Aenderung der Be- 
zeichnung erreichen liesse. Es ist jetzt zu untersuchen, 
wie z. B. 1, 2 und 3 mit einander vertauscht werden.!) 

Jede Vertauschung von 1, 2 und 3, die vorkommt, 
erscheint mit einer oder auch mit mehreren Vertauschungen 
von 4, 5 und 6 verknüpft. Davon kann man aber zunächst 
absehen und nur danach fragen, wie 1,2 und 3 unter sich 
vertauscht werden. Das muss auf transitive Weise ge- 
schehen, und es sind nur zwei transitive Gruppen von 
Vertauschungen von 1, 2 und 3 möglich: 


1. Die alternierendeGruppe mit den drei Substitutionen: 
L /d22) ua 20: 
2. die symmetrische Gruppe mit den sechs Substi- 
uionen: a ae 


Dasselbe gilt für das zweite System 4,5 und 6. Auch 
hier sind nur die beiden transitiven Gruppen von Ver- 
tauschungen möglich: 

1. die alternierende: }1, (45 6), (465)! 

2. die symmetrische: 11, (45), (46), (5 6), (45 6), (46 5)\ 


Nun ist zu untersuchen, wie die Substitutionen von 
1, 2 und 3 sich mit denen von 4, 5 und 6 verbinden. 
Dazu müssen wir den Begriff des Isomorphismus herbei- 
ziehen. Da das Produkt zweier Substitutionen von I, | 
wieder zu I, ,, gehören muss, haben wir die Substitutionen 
von 1,2 und 3 denen von 4, 5 und 6 derartig zuzuordnen, 
dass: 1. dem Produkte zweier Substitutionen von 1, 2 und 
3 wieder das Produkt der beiden zugeordneten Substi- 
tutionen von 4, 5 und 6 entspricht; 2. in den Substitutionen 


1) Der Kürze halber sind nur die Indices geschrieben. 


2) Die Substitutionen sind in der üblichen Art durch Oyklen 
bezw. Transpositionen bezeichnet; 1 bedeutet die identische Substitution. 
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von I, , nur solche zugeordnete Substitutionen verbunden 
auftreten. Indem wir nun den Satz benutzen, dass jede 
Untergruppe einer auflösbaren Gruppe ihrerseits auch auf- 
lösbar ist‘), fragen wir zunächst nach der umfassendsten, 
auf obige Art zu bildenden intransitiven Gruppe I,,,. 
Wir erhalten dieselbe, wenn wir 1. von den beiden 
möglichen transitiven Gruppen von 1, 2 und 3 bezw. von 
4, 5 und 6 die symmetrische wählen; 2. jeder Substitution 
der einen symmetrischen Gruppe jede Substitution der 
andern zuordnen, so dass also die beiden symmetrischen 
Gruppen gegenseitig — 6stufig — isomorph sind. Wir 
haben dann also jede Substitution der symmetrischen Gruppe 
von 1, 2 und 3 mit jeder Substitution der symmetrischen 
Gruppe von 4, 5 und 6 zu verbinden und erhalten so für 
I5., eine Gruppe 36. Ordnung. 

Dass diese Gruppe 36. Ordnung die umfassendste ist, 
die I, | 
sie zu einer auflösbaren Gruppe I’ führen kann, ist auch 


sein kann, ist ohne Weiteres ersichtlich. Dass 


leicht zu zeigen: Zunächst besitzt nämlich I, , zwei aus- 
gezeichnete Untergruppen vom Primzahlindex 2; die eine 
entsteht, indem man jede der sechs Substitutionen 1,(12),(13), 
(23), (123) und (132) mit jeder der dreiSubstitutionen 1,(456) 
und (465) verbindet. Aus dieser ıst durch Transformation 
mit der Substitution (14)(25)(36) herleitbar die andere, 
mit der ersten mithin gleichberechtigte Untergruppe, welche 
entsteht, wenn man jede der sechs Substitutionen 1, (45), (4 6), 
(56), (456) und (465) mit jeder der drei Substitutionen 1,(123), 
und (132) verbindet. Jede dieser beiden ausgezeichneten 
Untergruppen von I, ,, mit der Ordnung 18 hat wieder 
ihrerseits eine ausgezeichnete Untergruppe vom Primzahl- 
index 2, nämlich die Gruppe 9. Ordnung, die entsteht, 
indem man jede Potenz des Cyklus (123) mit jeder Potenz 


1) Netto $ 236. 


(3) 


a 


des Cyklus (456) verbindet. Letztere Gruppe hat wieder 
eine ausgezeichnete Untergruppe vom Primzahlindex 3: die 
Gruppe dritter Ordnung 11,(123) (456),(132) (465)). Diese 
Gruppe endlich hat als ausgezeichnete Untergruppe vom 
Primzahlindex 3 die Identität. 

Wir gehen jetzt von I‘, __, einen Schritt in der Folge (2) 
der Gruppen I’ oder, wie es A heisst!), „in der Reihe der 
Zusammensetzung von /" zurück, zur transitiven Gruppe I ,. 
Da die intransitive Gruppe I,_,, ausgezeichnete Unter- 
gruppe der transitiven Gruppe J/, ist, so ist /, imprimitiv, 
und es darf I, , nur die en der Imprimitivität von 

I, als Systeme a Intransitivität besitzen“). Es hat also 
T, die 2 Systeme der Imprimitivität [1, 2,3] und |4, 5, 6]. 
I‘, muss zunächst sicher alle 36 Substitutionen von I, ,, 
enthalten, weil umgekehrt I, , als Untergruppe von I, 
nur solche von /', enthalten a Diese 36 Substitutionen 
entstanden, indem man die beiden Systeme |1, 2, 3] und 
|4,5, 6] als solche ungeändert liess und nur innerhalb eines 
jeden die Elemente allen möglichen Vertauschungen unter- 
warf; alle so entstehenden 6 Permutationen jeder der bei- 
den Systeme wurden dann auf alle möglichen Arten zu 
einer intransitiven Gruppe vereinigt. Auf diese Art ge- 
bildete Substitutionen giebt es für die 6 Elemente 1, 2, 5, 
4, 5, 6 überhaupt nur jene 36; I, kann also von der Art 
auch nur die 36 Sn batimnende besitzen. 

Wir bezeichnen der Uebersicht halber diese 36 von 
einander verschiedenen und nur innerhalb der einzelnen 


‚Systeme die Elemente vertauschenden Substitutionen: 


DIN N 


Dem Begriffe der Transitivität gemäss giebt es in I, 
eine Substitution 0, welche ein Element eines Systems in 


- 1) Netto $ 80. 
2) Netto $ 79, 


a 


ein solches des andern Systems und damit die Systeme 
der Imprimitivität überhaupt unter einander vertauscht. 
Es sei z.B. o = (14) (25) (36); wir bilden dann als 
zweite Zeile: 
DON NO 0 
und beweisen: 
1. Alle Substitutionen von (4) vertauschen die beiden 
Systeme; denn jedes &, lässt sie ja unvertauscht. 
2. Alle Substitutionen, welche die Systeme vertauschen, 
stehen in dieser Zeile (4); denn thut es r, so wird 
0! die Systeme nicht vertauschen, demnach 
gleich $, sein, und z wird gleich 8,0, d.h. gleich 
einer Substitution von (4). 
3. Alle Substitutionen von (4) sind von einander ver- 


Y 


schieden; denn wäre 5,0 = 8,:0, so wäre 


S7'8, = 1,d.h. 8, = 8,, was nur für a = 


der Fall ist. 
4. Alle Substitutionen von (4) sind verschieden von 
denen von (3); denn wäre 5,0 = Ö,, so wäre 


Npreig >? ———— 8 


y, d.h. o würde die Systeme nicht 


vertauschen. 

Hätten wir also für 0 eine andere Substitution ange- 
nommen, die die Systeme in irgend einer Art vertauscht, 
so müsste diese Substitution sicher auch der Zeile (4) an- 
gehören; und wir hätten durch Multiplikation dieser Sub- 
stitution mit allen Substitutionen $, der Reihe (3) auch 
wieder die Reihe (4) erhalten. Es sind demnach in (3) 
und (4) alle Substitutionen enthalten, die /', fassen muss 
und auch nur höchstens fassen kann. Somit ist I, eine 
imprimitive Gruppe 72. Ordnung, bestehend aus den 
in (3) und (4) aufgeführten Substitutionen; denn dass (3) 
und (4) zusammen eine Gruppe bilden, ist ohne Weiteres 
ersichtlich. 7 ist dann auch wirklich ausgezeichnete 


rt 
Untergruppe von /, mit Primzahlindex: denn 1) entsteht 


(4) 


Te 


aus jeder Substitution von /,__, durch Transformation mit 
irgend einer Substitution von Z, wieder eine Substitution 
von I, ,; dies ist leicht zu sehen, wenn man bedenkt, 
dass eine solche "Transformation nur eine Aenderung der 
Bezeichnung ist. 2) ist die Ordnung von /,, geteilt durch 
die Ordnung von Ty, ., gleich ,—2, d. h. eine Primzahl, 

Gehen wir nun noch weiter ın der Reihe der Zu- 
Be, 
immer nur jene 72 Substitutionen enthalten; denn I’ selbst 


sammensetzung (2) zurück, so können I,_,, 175 


muss schliesslich auch imprimitiv sein.!) 

Eine umfassendste auflösbare transitive Gruppe der 
Gleichungen 6. Grades ist also jene schon für I, gefundene 
imprimitive Gruppe 72. Ordnung, die wir nun speziell mit 
I, bezeichnen und explieite hinschreiben: 

Es sei 

=12,,=(13, , = (23), s, = (123) , = (132); 
5) s A5)=rT, (46)=r,, (6)=r,, A456)=r, (d6b)—r, 
1)2H9)B6)=- 0°. 


Dann besteht I, aus folgenden 72 Substitutionen: 


| 1 9% ) So ) 2 ) 54 ) [55 ’ 
ar ana 

u en lan da Sa ra 

13 HR HE En Burn 

ur wo au yes 

h I, 5, u a 
(6) Es „80.1, 208, 00,0 one 
| 0, 89,0, 8,000, Ss oeno 

1,0, 8700, 80,0, 3,10,0,,3,00, 000 

| 7,0.,.8%0. 800 AUG Lo 

7,0. 3.370, 5:00, su 

| 0, 8,650, SO, Ta 


SENT un 


Wir knüpfen an diese Gruppe noch zwei Bemerkungen: 

1. an ihr erfüllt sich der Satz!): alle Primfaktoren 
des Grades n einer auflösbaren Gleichung sind Faktoren 
der Zusammensetzung?) der Gruppe der Gleichung, und 
zwar jeder mindestens so oft, als er in n als Faktor vor- 
kommt. Hier st n=6=2:-3; 2 kommt als Faktor der 
Zusammensetzung dreimal, 3 zweimal vor’); die Ordnung 
Taaıst oleich 2° - 3°. 

2. es bestätigt sich auch an der Gruppe I’ das all- 
gemeine Camille-Jordansche Theorem®), in welchem Jordan 
die umfassendsten imprimitiven auflösbaren Gruppen von 
gegebenem Grade durch Combination zweier Partialgruppen 
entstehen lässt, Es ist dort zu setzen: 


2=2,0=6, q=2, alo 201-2. — 172. 


Wir gehen jetzt über zum Falle 4)°), in welchem 
I, drei Systeme der Intransitivität von je zwei Buch- 
staben hat. Zu dem ersten Systeme mögen gehören x, und 
%,, zu dem zweiten x, und x, zu dem dritten x, und &,. 


Man kann dies wieder so annehmen, da es sich im 
andern Falle durch eine Aenderung der Bezeichnung er- 
reichen liesse. 

1 und 2, 3 und 4, 5 und 6 müssen je auf transitive 
Weise vertauscht werden; und es ist nur eine solche 
transitive Gruppe von Vertauschungen möglich, nämlich 
die symmetrische, bestehend aus den Substitutionen: 


1 und (12) bezw. 1 und (34) bezw. 1 und (56). 


Die umfassendste Gruppe für I, , entsteht also, wenn 
man jeder Substitution jeder der drei symmetrischen 


1) Netto 8 237. 

2) Netto $ 80. 

3) vgl. p. 5 und 6. 

4) Jordan, trait& des substitutions, 542, 
5) 8 pag. 3, 


( 


) 


zig. 


Gruppen immer jede Substitution der beiden andern 
Gruppen zuordnet, so dass also die drei Gruppen gegen- 
seitig — zweistufig — isomorph sind. Wir haben dann, 
um I, , zu bilden, jede Substitution jeder der drei Gruppen 
mit jeder Substitution der beiden andern Gruppen zu ver- 
binden und erhalten so für I, , die Gruppe achter Ordnung: 


ı 1,12), 84), (56), (12) (34), (12) 56), (34) (56), (12)(34) (66) | 
Dass (7) die umfassendste Gruppe ist, die T,,, sein 


kann, ist ohne Weiteres ersichtlich; dass sie zu einer auf- 
lösbaren Gruppe /' führen kanv, ist auch leicht zu zeigen: 


Zunächst besitzt nämlich die Gruppe J,_, drei aus- 


1 
gezeichnete Untergruppen vom Primzahlindex 2: Die eine 
besteht aus den vier Substitutionen: 1, (12), (34) (56), 
(12)(34 (56). Aus dieser sind durch Transformation be- 
züglich mit den Substitutionen (13) (24) und (15) (26) 
herleitbar die beiden andern, mit jener ersten also gleich- 


berechtigten ausgezeichneten Untergruppen: 


11,84%), (12)(56), (12)(84) (5 6) bezw. 
1,66), 12)84, 1A)BENGEH). 


Jede dieser drei ausgezeichneten Untergruppen von I, ] 
mit der Ordnung 4 hat wieder ihrerseits als ausgezeichnete 
Untergruppe vom Primzahlindex 2 die Gruppe zweiter 
Ordnung: 1% 12) 84 © 6)‘. Von letzterer Gruppe endlich 
ist die Identität ausgezeichnete Untergruppe mit dem 
Primzahlindex 2. | 

Wir gehen nun von I, , einen Schritt in der Reihe 
(2) der Zusammensetzung von I’ zurück, zur transitiven 
Gruppe I,. 7, muss wieder imprimitiv sein und zwar zu 
Systemen der Imprimitivität folgende drei Systeme haben: 


I=[1,2, 0D=-ß,4. M= [5,6] 


1) Vgl. pag. 6. 


N re 


Zunächst muss T, wieder alle acht Substitutionen von 
PT, , enthalten, und diese acht sind auch alle nur mög- 
lichen Substitutionen, die entstehen, wenn man die ein- 
zelnen Systeme als solche ungeändert lässt und nur inner- 
halb eines jeden die Elemente Vertauschungen unterwirft. 
Wir bezeichnen wieder der Uebersicht halber diese acht 


von einander verschiedenen Substitutionen: 


Dem Begriffe der Transitivität gemäss giebt es in 
I‘, Substitutionen, welche die drei Systeme in gewisser 
Art untereinander vertauschen; und zwar müssen I, Il und 
Ill auf transitive Weise vertauscht werden. Es giebt nur 
zwei solche transitive Gruppen von Vertauschungen von 


Terlkzund. Ile: 


1. die alternierende, bestehend aus den drei Sub- 

stitutionen 
1, TU OD)=oe, und LIU DO) = ©, wo z.B. 
0 = (155)(246) und o, = (153)(2 64) bedeuten kann; 

2. die symmetrische, bestehend aus den sechs Sub- 
stitutionen 
1, 0,0, ,=(l1D), „= (IH), 0, = (UND, wo z.B. 

o,=(15)24, oe, = (15)(26), 0, = (35) (4 6) 
bedeuten kann. 

Wenn wir 0, und darum auch o,, 0,, 0, und 0, in 
dieser speciellen Art deuten, so hat das, wie wir sehen 
werden, keine Spezialisierung im Resultate zur Folge. Wir 
bilden nun die Reihen: 


1187 12 3512 

05, DIOR D..0 EN advelde 8, 05; 
DEREN. 0 RR I,05; 
Ö,; Eu G,5 SE era, SE 
05, 0,05; NK Para 8, 0,; 


(8) 


(9) 
(10) 
(11) 
(12) 
(13) 


Da in I‘, mindestens die Substitutionen (I II III) und 
(LIIIT Il) vorkommen müssen, so müssen auch mindestens 
die Reihen (8), (9) und (10) — oder an Stelle von (9) und 
(10) 2 analoge vorkommen. Dass diese auch nur höchstens 
enthalten sein können, folgt aus der Verschiedenheit sämt- 
licher Substitutionen von (8), (9) und (10) — die wir gleich 
beweisen werden — und aus dem Umstande, dass I,,, 
ausgezeichnete Untergruppe von I‘, mit Primzahlindex sein 
muss. Wäre nämlich z. B. noch (III) im I, enthalten, so 
müssten auch noch die Zeilen (11), (12) und (13) — oder 
analoge enthalten sein, da durch Combination von (LIJI). 
(LILIlI) und (IIILII) auch (LIII) und (ILILI) folgen. Die 
Zeilen (11), (12) und (13) enthalten aber — wie wir aıch 
sehen werden, wieder lauter unter einander und von (8), 
(9) und (10) verschiedene Substitutionen, und es wäre also 
dann I, , ausgezeichnete Untergruppe von I‘, mit dem 
Index 6. 

Wir beweisen nun: 

1. Alle Substitutionen der Zeile (9) vertauschen die 
Systeme im Cyklus (I IIILI); denn alle $‘, lassen 
die Systeme als solche ungeändert. 

2. Alle Substitutionen, welche die Systeme im Oyklus 
(IL ILIII) vertauschen, sind in (9) enthalten; denn 
thut es 7, so wird 20, die Systeme nicht ver- 
tauschen, mithin gleich &°, sein, und z wird gleich 
8',0,, d. h. gleich einer Substitution von (9). 
Hieraus folgt auch schon, dass die Spezialisierung 
von 0, eigentlich keine solche war. 

3. Alle Substitutionen von (9) sind unter einander 
verschieden; denn wäre 8,0, = %',0,, so wäre 
S'S,=l, d.h 8,=%,, was nur fürra—Pß 
der Fall ist. | 

Ganz analoge drei Schlüsse lassen die Zeilen (10) bis 
(15) zu, 


Be 


Wir beweisen noch: 


4. Alle Substitutionen jeder Zeile sind von allen 
jeder andern Zeile verschieden. Wäre nämlich 
2) 8,0, —n, fü’k—], 2,3, 4b, so wäre 
EB 
solche ungeändert lassen; wäre b) 8,0,=5',0, 
BI te undsaulkı 1, 203 AUh..:80 | wäre 
Ban Sm 0 dh oo -!- By 0.0 
dürfte also die Systeme nicht vertauschen, was 


würde also die Systeme als 


nur für = k möglich ist. 


Die Zeilen (8), (9) und (10) bilden zusammen auch 
wirklich eine Gruppe; denn: 


a SE SR De Na d, 
3. 00,0, = 8,0; RS Site Ö, 
Den: ER ER 6: 8 a 
W240 0 8y0,; 8. 00, Di =D, 05; 


9. 80,8, 


I,, deren Substitutionen durch (8), (9) und (10) er- 
schöpft sind, ist also eine imprimitive Gruppe von 24. Ord- 
nung. Dass I, , , dann auch wirklich ausgezeichnete Unter- 
gruppe von I‘, ist, ist wieder leicht ersichtlich. 

Wir gehen über zu I, _,. Diese Gruppe enthält zu- 
nächst die Substitutionen von /',, d. h. die Zeilen (8), (9) 
und (10); kann dann aber auch noch die Zeilen (11), (12) 
und (13) enthalten — aber auch höchstens noch diese und 
diese drei Zeilen gleichzeitig. Wir wählen wieder für 
1,_, die möglichst umfassende Gruppe 48. Ordnung, von 
der /, auch wirklich ausgezeichnete Untergruppe mit dem 
Primzahlindex 2 ist, und welche aus den 48 Substitutionen 
der Zeilen (8) bis (13) besteht. 

Gehen wir nun noch weiter in der Reihe der Zusammen- 
setzung zurück, so können I; _., Ig_3:... Z immer 


oO 


er rn 


nur jene 48 Substitutionen enthalten, da I’ selbst auch 
imprimitiv sein muss. Wir haben also in jener schon für 
T,_, gefundenen imprimitiven Gruppe 48. Ordnung eine 
zweite umfassendste auflösbare transitive Gruppe der 
Gleichungen 6. Grades, die wir nun mit I, bezeichnen 
und explicite hinschreiben: 


Es seien: ss, = (12), = (84, ss —= (56) und 
(14) o, bis o, die auf pag. 11 angegebenen Substitutionen; 
dann besteht 7‘, aus folgenden 48 Substitutionen: 


[ lı 2.0 Br 3 ra 

| 959 8991 59 an SE m ız 

WB - } Gy, In ln SI 98,0 919, In I Ig Ir 81395305 
48 9gr. 9095 8905.15: 9 a nz 

| I Sn Ip Sg 19a II In Sa In 91% Tn 

| 03.895 9 5 al 5 Bar 


Auch an T',, wollen wir jene zwei Bemerkungen von 
p. 9 anknüpfen: 


1. Die Ordnung von T', ist 2 * 3; es kommt also 2 
viermal, 3 einmal als Faktor der Zusammensetzung 
vor. | 

2. Fr 2—=6,0=2, q=3it 2:07 -6:°—=48. 


Nachdem wir nun die umfassendsten auflösbaren 
transitiven Gruppen 6. Grades bestimmt haben, gehen wir 
dazu über, andere weniger umfassende auflösbare Gruppen 
aufzusuchen. Wir benutzen dabei den schon erwähnten 
Satz, dass jede Untergruppe einer auflösbaren Gruppe auch 
auflösbar ist. Alle Untergruppen von T,, und I), können 
wir freilich für unsere Zwecke nicht gebrauchen, sondern 
nur die imprimitiv-transitiven, die also zur Ordnung ein 
Vielfaches von 6 haben, und die immer wieder eine Unter- 
gruppe haben, deren Substitutionen die einzelnen Systeme 


nicht unter einander vertauschen. 


— 15 


der Uebersicht wegen die Gruppen 
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Wir schreiben zunächst 
und I‘, in etwas 


anderer Anordnung der Substitutionen und zwar die ein- 


zelnen Substitutionen in Ziffern hin. 


I Il 


(12) (46) 
(12) (5 6) 
(13) (45) 
(13) (46) 
(13). 5 6) 
(23) (45) 
(23) (46) 


12) (5) 


BEIICKO 


19(2536) 
(14)(2635) 
122436) 
(15)2634) 
(162534) 
(1612435) 
(2411536) 
(24)(1635) 
(25)(1436) 
(25)(1634) 
(26)(1435) 
26)(153%M 
(34)(1526) 
(34)(1625) 
(35)(1426) 
(35)(1624) 
(36)(1425) 
(36)(1524) 


(142536) 
(142635). . 
(143526) 
(143625) 
(152436) 
(152634) 
(153426) 
(153629 
(162435) 
(102534) 
(163425) 
(163524) 


Gruppe ie 

IH | IV V 
(14)(25)136) (123) | (12)(45 6) 
14)(26)(85) | (132) | (12)(465) 
(192N(36) |, (456) | (13)(456) 
15)26)@4 (465) | (13)(465) 
(16)(24) (85) (23) (456) 
ı 16)2DH)RN (23) (465) 
| (45) (123) 
KOREDN 
(46)(123) | 
(46) (132) | 
ı 56)(123) | 
(56)(132) 

vu VII 


vI 
(123) (456) 
(123) (465) 
(132) (456) 
(132) (465) 


von [!. 


1 
(12)(34) 
(12) (56) 
(13)(2 4) 
(14,23) 
(15) (26) 
(16) (25) 
34) 6) 
(35) 46) 
(36) (45) 


IH 
(12) (84) (5 6) 
(12)(35)(46) 
(12)(86) (45) 
(13) 24) (65) 
(14) (@3) (56) 
15268 
1D)E2HEA 


16 


Gruppe T,,.. 


IV 
131@46) 
(136)(245) 
(145)@36 
(146)(235) 
(153)@64) 
(154) (263) 
163)@54) 


16)@59 


“ 
(1324) 
(1423) 
(1526) 
(1625) 
(3546) 
(3645) 


VI 
(1324)(5 6) 
(1423) (5 6) 
1529)@8%&) 
(1625) @4) 
(3546)(12) 
(3645) (12) 


vi 
(135246) 
(136245) 
(145236) 


(146235) 


(153264) 
(154263) 
(163254) 


(164253) 


Diese beiden Gruppen finden sich übrigens auch bei 
Cayley'); sie sind dort mit (abcdef), und (abcdef), 
bezeichnet. 


Als transitive, also auch imprimitive Untergruppen 
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folgende: 


hund 


2969 | 


I 
(12) (45) 
(12)(46) 


1966) | 
(13)(45) | 


(13) (46) 


a9) 66 


(2 3) (45) 
(23) (46) 


IV 
(123) 
129, 
(45 6) 
(465) 


Gruppe T,,. 


VI 
(123) (456) 
(123) (465) 
(132) (456) 
(132)(465) 


die mithin auch auflösbar sind, findet man nun 


(15)(2436) 


vo 
nn nie u nn nen 
14)(@536) 10@635) 
(15)(263% 
(16)(2435) 


. 16)@534) 


(24)(1536) 
(25)(143 6) 
(26)(1435) 
(34(1526) 
(35) (1426) 
(36)(1425) 


(24)(1635) 
(25)(1634) 
(26)(1534) 
(34)(1625) 
35)(1624M) 
(86)(1529 


Diese Gruppe ist bei Cayley?) mit (abcdef),, be- 


zeichnet; sie besteht aus den geraden Substitutionen, oder 


wie es bei Uayley heisst, aus den positiven Substitutionen 


1y:Vayley,'p. 279,281,282: 
2) Oayley, p. 79, 81. 


a DER | 


von in; 


aus 1. 


PR re 


d. h. aus den Colonnen II, IV, VI und VII und 


1, IL, IV und VI bilden für sich eine intransitive 


Gruppe, bestehend aus den geraden Substitutionen von I)... 


II 
(12) (45) 
ı (12)(4 6) 
| 12)(56) 
(13) (45) 
(13) (46) 
(13) 6) 
(23) (45) 
(23) (46) 
23) 66) 


Gruppe @,. 


II IV VI 
(14)(25)(86) | (123) | (123)(456) | (142536) 
149685) |(32) | (123)(465) | (143526) 


1H)2NKH 
1268 
16)@4) (35) 
16)@H)@N 


(456 | (132)(456) | (152436) 
(465) | (132) (465) | (153426) 
| | (162435) 
| (163425) 


Diese Gruppe findet sich bei Cayley nicht. 
jedoch von Cole aufgeführt und mit (36), bezeichnet.!) Die 
Colonnen II, IV und VI bilden mit 1 zusammen für sich 


eine intransitive Gruppe, 


welche aus den 


stitutionen von ER besteht. 


Gruppe I. 


VIII 


— 


(142635 
(B2.200 

(65.3.0 . 
(162534) 
(163524). 


Sie ıst 


graden Sub- 


IV VI Teil von III Teil von VIII 
(123) 2 3)(45 6) (14)(25)(36) (142536) 
132) | a23)465 | uUEH@N | (43625) 
(45 6) (132)(456) (16)(24) (35) 152634) 
(465) (132)(465) (153426) 

(162435) 
(163524) 


Diese Gruppe ist von Cayley mit 


(ad-be- 


1) Cole: „Note on the substitution groups of six, 


cf} 


(abc) eye 


(def) eye | 


seven and eight 


letters“ in „Bulletin of the New York mathematical society“ vol. II 
No. 8 pag. 185. 


2 
du 


a 
Sie besteht aus den Colonnen IV, VI und 1, 


welche für sich eine intransitive Gruppe bilden, ferner 


bezeichnet.) 


noch aus einem Teil von III und von VII. 


Gruppe 7, 


lenvon 11 Teil von III Teil von VI Teil von VIII 
1| (AD)AD) 19)@25)(86) | (123)(456) (158426) 
| (13) (46) 14)(26)(385) | 132)(465) (162435) 
(23105 6) 15)29)@86) 
ı 192H@Y 


Diese Gruppe bezeichnet Cayley (abcdef),.”) Sie 
ist die metacyklische Gruppe und besteht aus 1, Teilen 
von II, III, VI und VIII; die Teile von Il und VI bilden 


mit 1 für sich eine Gruppe, die intransitiv ist. 


Gruppe 1], 
1) AN@5HB6) | 123)(456) (153426) 
| (1329) (465) (162435) 


I, ist die sogenannte cyklische Gruppe und besteht 
aus den Potenzen des Cyklus (153426). Sie ist von 
Cayley (abcdef) cyc. bezeichnet.) Die Substitutionen 1, 
(123)(456) und (132)(465) bilden für sich eine intransi- 
tive Gruppe. 

Gruppe @.. 
1| ANE6)@d) | (123)(456) 
| 15)@M)@6) | (132)(465) 
| 16)25)(&8%M 


Auch diese Gruppe hat dieselbe intransitive Unter- 
gruppe dritter Ordnung: 1, (123)(456),(132)@465) 1 
Oayley bezeichnet G, mit (ad-bf-ce)(abc-def) cye.“*) 

1) Cayley p. 79 und 80. 

2) Cayley p. 79 und 80. 

3) Cayley p. 78. 

4) Cayley p. 78 und 79. 


TON 


Hiermit sind die transıtiven und folglich die gesuchten 
Untergruppen von /,, erschöpft; wir haben also folgende 


sechs transitiven Untergruppen von I,: 


Be a Pula eund. 0%. (16) 


Als transıtive, mithin auch imprimitive und auflös- 
bare Untergruppen von /',, findet man folgende: 


GrupPe,l,. 


Teil von II IV Teil von I | Teil von III VER 
1| 1989 las9246)| (AD: |AYEN5H6)| (135246) 
1959 luas9eas| NY | (136245) 
(34)(56) |(145)@36) (56) (145236) 
(146) @35) | (146235) 
(153)@64) | (153264) 
159063) | (154263) 
169)@54 | (163254) 
'(164)@53) | (164253) 


Diese Gruppe ist von Cayley nicht genannt. Es ist 
dieselbe Gruppe, die wir bei der Ableitung von I‘, für I, 
fanden, bestehend aus den Zeilen (8), ((9) und (10). An 
jener Stelle ist auch bewiesen worden, dass I, d. h. also 
I‘, eine Gruppe und zwar eine transitive Gruppe ist. 
1,,, besteht aus den Colonnen IV und VII, aus Teilen von 
I, I und III und aus 1. Der Teil von II, 1 und IV bilden 
für sich eine transitive Gruppe. Cole bezeichnet diese 
Gruppe mit (24),..') 

Gruppe @,,, 
Bee Be a EN ee TR 
1| A989 129)66 | AED@AO (13H)@AD | 132466) 
13)24 (423 | (1EMA236 AAHA23H | (14250. 
15)@6) a9) | A59)E6A) 15N)R6Z) N 526) (34) 
3466) (85).46) | (6HY@5n A69e53 | (62H 

(36) (45) N 
(3645) (12) 


1) Cole p. 185. 28 
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Diese Gruppe ist von Cayley mit (+-abcdef),,.) be- 
zeichnet worden; sie besteht aus 1 und den Oolonnen II, 
IV und VI, d. h. aus den geraden Substitutionen von 7}... 


Gruppe ©,.. 
Teil von II | Teil von III 1B% V 

1 .| 19CAY I AIEHAH| dsyaaa ı a, 
1969 | AIEHAH | 130245) | (1423) 
8966 |, AYLNGH | (145)@36) | (1520) 
 (14)(23)(66) | (146)235) | (1625) 
19)29)BH | A5Y)R6N | @5A46) 
1H)EHEN | A5N263) | W6AB) 

(163) 254) 

(150(@53) 


®,, besteht aus 1, einem Teil von II, aus III mit 
Ausnahme von (12) (34)56), aus IV und V. Cayley be- 
zeichnet sie mit (-abcdef),.”) 1, IV und der Teil von 
II bilden für sich dieselbe transitive Gruppe, die schon als 


Untergruppe von 7‘, auftrat, und die wir nun aufführen: 


Gruppe ©... 
| Teil von II 
1 (12)(34) 


IV 
(135) 246) 153)@64) 


(12)(5 6) 
(3 4) (5 6) 


(136) (@45) 
(145) (23 6) 
(146)(235) 


(154) (263) 
(163) (254) 
(164) @53) 


Diese Gruppe ist von Cayley nicht aufgeführt. 


besteht aus den geraden Substitutionen von I,, bzw. © 


Cole nennt sie (12),°). 


Gruppe. 6... 


Teil von II 
1 (13)(24) 
(15)(@6) 
(35) (46) 


Teil von III 
(12)(84) (56) 
12)86)(45) 
(14) (23) (5 6) 
16)25)(@8%M 


1) Cayley, p. 79 und 81. 
2) Cayley, p. 79 und 80. 


3) Cole p. 185. 


Teil von IV 
(135)(246) 
(153) (264) 


Teil von VII 
(145236) 
(16325 


ey a 


G,, besteht aus Teilen von II, III, IV und VII und aus 1. 
1, der Teil von Il und der von IV bilden für sich eine 
intransitive Untergruppe. In G,, haben wir aber keine 
neue Gruppe; sie ist mit 7, gleichberechtigt und aus ihr 
durch Transformation mit der Substitution (2 3 5 4) her- 


leitbar, also die metacyklische Gruppe. 
Gruppe ©.. 
1 | (1986) (45) h; 35)@46) 


(10 (23) 56) 53)(264M) 
| 1625,84) 


Auch in ©, haben wir keine neue Gruppe; sie ist aus G, 
durch Transformation mit der Substitution (2 5 5 4) her- 
leitbar. 
Gruppe ©. 
I | U)E)EH | 
| | 
®‘, besteht aus den Potenzen des Cyklus (145236) und 
ist aus 7, durch Transformation mit der Substitution (235 4) 
herleitbar. 


135)(@46,) | (145236) 
153@64) | (163254) 


Hiermit sind die transitiven und mithin die gesuchten 
Untergruppen von I‘, erschöpft. Wir haben also folgende 
sieben transitiven Untergruppen von I',.: 


OD und... 


249 249 


PT, 


Im ganzen haben wir mit /,, und /', nach (16) und (17) 
folgende zwölf auflösbaren transitiven Gruppen 6. Grades 


gefunden: 
Berl De ae, 


(2) 489 36? 36? 


9, KB), = 8) 


(17) 


(18) 


en 


Bevor wir zum zweiten Teile der Abhandlung über- 


gehen, heben wir noch zum Schlusse diejenigen charakteristi- 


schen Eigenschaften der einzelnen Gruppen hervor, welche 


wir im zweiten Teile vorzugsweise gebrauchen werden. 


a) Nur zwei Systeme der Imprimitivität haben folgende 


b 


Da 


en 


Gruppen, Lange Ge 


Gruppen vertauschen I,, I. und G,, dıe einzelnen 
Elemente in den Systemen in sich auf alle sechs 


und 7% is Von diesen 


möglichen Arten; T', dagegen vertauscht dieselben 
nur cyklisch. 


Nur drei Systeme der Imprimitivität haben folgende 
Gruppen: Ts, I, Fo, 9, und ©... Von diesen 
Gruppen vertauschen T',,, @,, und ©,, die Systeme 
auf alle sechs möglichen Arten; 7T,, und ©, hin- 
gegen stellen sie nur eyklisch um. 


Sowohl zwei als drei Systeme der Imprimitivität 
haben folgende Gruppen: T,(= G,), I, (= ©‘) 
und G,(=®,). Während G,, und ©, die drei 
Systeme der Imprimitivität auf alle sechs mög- 
lichen Arten vertauschen, vertauscht die cykische 
Gruppe ©‘, dieselben nur cyklischh Während 
anderseits 7‘, die Elemente in den beiden Systemen 
der Imprimitivität auf alle sechs möglichen Arten 
vertauscht, stellen 7, und @, diese Elemente nur 


6 
cyklisch um. 


I 


8.12: 


Aufstellung einzelner Typen von auflösbaren 
irreducibeln Gleichungen 6. Grades auf Grund der ab- 
geleiteten Gruppen. 


Im Anschluss an Netto!) schicken wir eine allgemeine 


Betrachtung voraus: 


Da 6 = 2:35, d.h. durch 2 von einander verschiedene 
Primzahlen teilbar ist, so kann jede irreducible auflösbare 


Gleichung 6. Grades 
Fe): 0 


stets entweder: 
1) in 3 neue Gleichungen zerfällt werden: 

= 0, RW) =-0I RW —=0, 
die alle vom Grade 2 sind, und deren Koeffizienten aus 
den rational bekannten Grössen durch die Auflösung einer 
Gleichung dritten Grades, d. h. durch Adjunktion einer 
Cubikwurzel — nötigenfalls auch noch der dritten Einheits- 
wurzeln — abgeleitet werden können; oder: 
2) in 2 neue Gleichungen zerfällt werden: 


R@)=0, RW) =9, 
die beide vom Grade 3 sind, und deren Koeffizienten aus 
den Rationalzahlen durch die Auflösung einer Gleichung 
2. Grades, d. h. durch Adjunktion einer Quadratwurzel 


abgeleitet werden können. 


1) Netto $ 237, 


(2) 


a 


Es können natürlich im besondern Falle bei einer 
Gleichung beide Zerfällungen möglich sein. Ob der eine 
oder der andere Fall oder beide eintreten, erkennt man 
allgemein an der Hauptreihe bezw. den Hauptreihen der 
Zusammensetzung der zur Gleichung gehörigen Gruppe. 
Jede. unserer 12 auflösbaren Gruppen ist nämlich als im- 
primitive zusammengesetzt und besitzt, da sie stets zwei 
von einander verschiedene Faktoren der Zusammensetzung 
aufweist — 2 und 3 —, eine Hauptreihe bezw. zwei solche.') 
Die erste in einer solchen Hauptreihe auftretende in- 
transitive Gruppe entscheidet nun über die Art der Zer- 
fällung. Hat dieselbe m Systeme der Intransitivität zu je 
i Elementen — wobei die Systeme so wenig umfangreich 
als möglich zu wählen sind —, dann zerfällt fi) in 
m Faktoren, deren jeder von der Lösung ein und derselben 
Gleichung m'" Grades abhängt, und von denen jeder — für 
sich gleich Null gesetzt — : Wurzeln der gegebenen 
Gleichung 6. Grades liefert.) Nun besitzen T,,, I’, Gy 
Ds Ti Ta Fan OÖ 
Zusammensetzung, und zwar enthält die erste intransitive 


und © , je eine Hauptreihe der 


Gruppe der Hauptreihen von T,,, I, @,, und I‘, zwei 
Systeme der Intransitivität zu je drei Flomehtan Se: I, 2,31 
und [4, 5, 6] —, während die erste intransitive Gruppe der 
Hauptreihen von T,, Ta, Og, ©., und © , drei solche 
Systeme zu je zwei Elementen — |1, 2], [3,4] und [5, en 

aufweist. Die Gruppen IT, (= @,,), I, (= ©,) und G, (= ©,) 
besitzen je zwei Hauptreihen. In dar einen zeigt erste 
intransitive Gruppe zwei Systeme der Intransitivität zu je 
drei Elementen, während in der andern die erste in- 
transitive Gruppe drei Systeme zu je zwei Elementen 


aufweist. 


1) Netto $ 85. 
2) Netto 8 237, 


2 ne 


Es lassen sich also die Gleichungen, deren Gruppe 
Dee 121,0, 0,:0der ©, ist, nur, auf 
eine Art zerfällen, und zwar die Gleichungen mit den 
Gruppen T,, I, @, und I‘, in zwei Faktoren, deren 
jeder von der Lösung ein und derselben Gleichung 2. Grades 
abhängt und drei Wurzeln der ursprünglichen Gleichung 
liefert; die Gleichungen mit den Gruppen I’. I5,, Ga, ©s, 
und ©, dagegen in drei Faktoren, deren jeder von der 
Lösung ein und derselben kubischen Gleichung abhängt 
und zwei Wurzeln der ursprünglichen Gleichung liefert. 
Die Gleichungen mit den Gruppen 7‘, (= @,), I, (= ©,) 
und G, (= ®,) und nur diese lassen beide Arten von Zer- 


fällungen zu. 


Auf dieses allgemeine Resultat werden wir im Laufe 
der folgenden Untersuchungen stets zurückgreifen. 


Wir wenden uns jetzt zur Diskussion der zu den 
Gruppen gehörigen Gleichungen, beschränken uns dabei 
jedoch auf die beiden Gruppen 6. Ordnung I, (= ©,) und 
G, (= ©,) und die metacyklische Gruppe 12. Ordnung 
Ts (= @;,5)- Die Gruppen G,, und ©, ziehen wir in ihrer 
Behandlung zusammen. 


a 


T; 
ewöhnliche Abelsche Gleichungen 6. Grades. 


Gruppe: Die ceyklische I, bestehend aus den Potenzen 
des Oyklus (155426). 


Die zuGrunde liegende gewöhnliche Abelsche Gleichung 
a heisse f(x) = 0 
und habe die. Wurzeln: &,'2,, &,, ©, x; und 2. 
Wir gehen aus von der Lagrange’schen BResolvente. 


Es sei w, eine primitive 6. Einheitswurzel, also z. B. 


1+:iV3 


De TE i—= V—1 bedeutet, 
dann sind die sechs zusammengehörigen 6. Einheitswurzeln 
. V3 EEE Se V3 
0, R a te, N | 
(8) —1—iV3 1—iV3 
(2) ee DO 


Bezeichnen wir nun: w — a, so ist bekanntlich « eine 
primitive dritte Einheitswurzel. Zwischen den Potenzen 
von w, und «@ bestehen dann folgende Gleichungen: 


En 7] Eee DE NE 4 DE ne DEN 
u, = EL I FE 0 = lı,ı =, = 104 


Y: ’ 


Die Lagrange’sche Resolvente hat bekanntlich die Form: 
Vv=3-+0%,4 02,4 0x, + wa, w?x,, wobeiieine 
der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6 bedeutet. Setzen wir nun 
diese Gleichung für alle 6 Werte von ? an und berück- 


N 


sichtigen dabei die Relationen (2) und (2)a, so erhalten 
wir folgendes Gleichungssystem: 


MH - CL TA, - u tn, —ex, 
a a? Zu 108 4 0% 
ee X En NR, 


m a troax vVaz rn an --d x, 
Ve ee 
DE RR Re Ku EZ, 
oder in etwas übersichtlicherer Form geschrieben: 
Ve ea 6 Fa 
eg N Re A 
Ve 1 Rural Kae äsınteun: Kaıtr%y 
Wartu te, tn)ta, tx) 
ee EEE ER Te 
ee a a ae 
Dieses System bildet die Grundlage für die ganze 
folgende Untersuchung über die Abelschen Gleichungen. 


ud 
m 
NS 


Wir betrachten nun die Funktion 9 — 222) Dies 
selbe nimmt bei den Substitutionen der cyklischen Gruppe 
drei formal sicher von einander verschiedene Werte an: 

9 u Zr X Pa X a” X PR = Xp 

Diese drei Werte sind entweder alle auch numerisch 
verschieden, oder es sind mindestens zwei von ihnen 
numerisch gleich. Wir betrachten zunächst den letzteren, 
spezielleren Fall. Es sei z. Be 9,=9,. Da in dieser 
Relation zwischen den Wurzeln die Koeffizienten rational 
sind — sie gehören dem absoluten Bereich [1] an — so 
darf man auf sie die Vertauschungen der Gruppe an- 


mm RE EEE rn nun nn 


wenden, Aus der Relation 9, =, entstehen so die beiden 


(4) 


(5) 


(6) 


(I) 


(9) 


(10) 


andern: 9, = , und 9, = Q,, so dass nach (4) die Gleichung 

ee ee 

Nehmen wir (1) in reduzierter Form an, setzen wir also: 
Em ee 

so folgt aus (5) einzeln: 

2 70... 7, 0, u 7, 0,0 

era mn Tran ee 

Nehmen wir den Coeffizienten von x° in (1) gleich 1 
an, so können wir also (1) in folgender Form schreiben: 

(eu) la le en 0 

Die Gleichungen (7) können also nur gelten, wenn (1) 
von vorneherein eine kubische Gleichung in x? ist. Wir 
können diese vorliegende kubische Gleichung (1) natürlich 
gleich in reduzierter Form annehmen, so dass 

ee 
ist. Wir erhalten dann durch die Substitution y = x? und 
analog y, = x (für = 1, 2 und 3) aus (8) die cubische 
Gleichung in y: 
y-y)u-W)YW-4 = d 
und es ist in dieser y, 9,4%, = 0. 

(10) ist nun sicher eine gewöhnliche Abelsche Gleichung 
dritten Grades. Denn 1. ist nach Annahme (1) und folglich 
auch die aus (1) bezw. (8) durch die Substitution y = x? 
hervorgegangene Gleichung (10) irreducibel; 2. muss die 
Gruppe von (10) die eyklische dritten Grades sein; denn 
(10) ist Resolvente von (1) mit den 3 numerisch von 


einander verschiedenen Wurzeln „= = —%%, 
y-R—-—n%, = — —%,%,, die Gruppe von 


(10) wird also von denjenigen Vertauschungen der drei 


Produkte — x, ®,, — Mg U, Mg Wi gebildet, die entstehen, 


a 


wenn man die xe den Vertauschungen von I‘, unterwirft;') 
das sind aber nur die Vertauschungen: 1, (X, X,X,) und 
IR Wnn xy X, us eX, —- u =R, 
bezeichnet wird. Die Form der gewöhnlichen Abelschen 
Gleichungen dritten Grades ist von Fr. Hack im Anschluss 
an Weber?) bestimmt worden. Eine solche Gleichung muss 
eine der beiden folgenden Formen haben: ?) 
y®= m, wo m eine Grösse des V — 3 enthaltenden 
Rationalitätsbereichs und keine Cubikzahl ist; oder 
y — 3 (m?-+3n?) y— 2m (m?+3n?) = 0,wo mund n 
rational und zwarm-=0, n-=0, m®’+3n?=--0 ist. 
Auf eine dieser beiden Formen muss sich also für 
unsern Spezialfall notwendig (1) bringen lassen, wo y durch 
x” zu ersetzen iet. Damit ist aber noch nicht gesagt, dass 
jede Gleichung von der Form (11) oder (12) durch die Sub- 
stitution Y — &° zu einer gewöhnlichen Abelschen Gleichung 
6. Grades wird. Um hinreichende Bedingungen dafür zu 
finden, dass in unserm Spezialfall (1) auch eine gewöhn- 
liche Abelsche Gleichung vom sechsten Grade repräsentiert, 


knüpfen wir an die Funktion 8% = (x, — x) X, —x,) 
(&, —x,) an. Dieselbe — für unsern Spezialfall gleich 
8X, X,X, — muss von Null verschieden sein, weil sonst 


die Wurzel O0 die Gleichung (1) befriedigen würde, (1) 
also reducibel wäre. Anderseits bleibt xy —= x,x,x, bei drei 


Substitutionen von I", ungeändert und ändert bei den . 


andern nur das Vorzeichen — da x,2,2, = — x, 2, 3380, 
Bedeutet also c eine von Null verschiedene Rationalzahl, 
doch keine Quadratzahl (I),*) so darf man setzen: 


1) Klein IV, $S 3. 

2) Sitzungsberichte der Gesellschaft zur Beförderung der gesamten 
Naturwissenschaften zu Marburg. Februar 1892. 

3) Hack, pag. ”. 

4) Es sollen auch im Folgenden die im Laufe der Untersuchung 
sich ergebenden Bedindungen durch römische Ziffern bezeichnet werden. 


(13) 


(14) 


(15) 


U EEE 
Deep le 


Wir kehren nun zu den Gleichungen (3) zurück und 
suchen die VW, zu bestimmen. Es wird für unsern Spezial- 
fl: w=VW,=W,=0, und es bleiben nur noch W,, W, 
und W. zu bestimmen. W, wird für unsern Specialfall 
gleich 2 (x, +%,-+ x,) und ist eine Funktion, die bei den- 
selben Substitutionen von I, ungeändert bleibt wie % und 
bei denselben das Vorzeichen wechselt. Ist also d eine 


ee 


Rationszahl, so kann man setzen: — 3d,d.h. 


x, 4+2,+2,=3dVe 


V, — für unsern Fall gleich 2 (x, Fox, Faerx) = 773 
bei den Substitutionen von I, entweder garnicht geändert 
oder nur mit einem der folgenden Faktoren multipliziert: 
a,a@, —1,—a, — a. Es bleibt also W} bei den Sub- 
stitutionen von I), entweder ungeändert — und zwar dies 
bei denselben Substitutionen wie x —, oder es wechselt 
nur das Vorzeichen — auch bei denselben Substitutionen 
wie %. Adjungieren wir nun a, d. i. VY_3 zum Ratio- 
nalitätsbereiche, so bleibt die Gruppe 7", entweder dieselbe, 
oder sie reduciert sich auf einen Teil ihrer Substitutionen. 


es ne X al.) 


Es bleibt also bei den Substitutionen der 


X 
neuen Gruppe sicher ungeändert und ist — weil eine im 
neuen Bereiche rationale Funktion — eine Grösse des 


neuen Bereichs. Bedeuten also « und v Grössen des ur- 
sprünglichen Rationalitätsbereiches, so kann man setzen: 


& bez, z’:y=utvV—3,dh 


3 
x te, +®,—Yutrv Vz) ve = 


3Ve VMLN vo, 


3 ER 


wo M und N Rationalzahlen sind, und zwar: 


N bedeutet hierbei bis auf einen Zahlenkoeffizienten 
das durch c Ve dividierte Differenzenprodukt IT — Erd) 
X, —-X,) X, — x,) und ıst darum als von Null verschieden 
anzunehmen (I]). | 
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3 
mithin: tz, tax, —3ye VM—NV—3. 


Aus (14), ((15) und (16) folgt, dass von den Grössen 
M-- NV—-3 und M— N V-—-3 mindestens eine von Null 
verschieden sein muss, weil sonst x =, =x,—=d Ve 
würde. Wir können die Bezeichnung in jedem einzelnen 
Falle so einrichten, dass M-- N V—3 die von Null ver- 
schiedene Grösse ist, so dass wir im Folgenden M-- NV —3 
als von Null verschieden anuehmen wollen (III). Es darf 
alsn z. B. stets durch x, -- «ax, «x, dividiert werden. 


1 


(16) 


III 


(17) 


(18) 


IV 


(19) 


(20) 


Wir schreiben (14), (15) und (16) noch einmal in einem 
Tripel zusammen: 


I =. + + 9=3dVe 


pr EERERETT, 
Ivy to, taw,—3.Ve VM+NV-B 


 ) wu ann nn 


Se 
av —=x texte x, —3:V/e VM-V 2 
et Io 2 3 

2 2 en 
Nn. ist (x be, te x) rt &ö 002 
S ,„,27— 5 x,x,, also ı, W, eine symmetrische Funktion 
EB ae 175 % 
der Gleichungswurzeln und somit sicher eine rationale 
Grösse; m. a W. es muss 


M—-3N= 0° 
sein, für o als eine rationale Grösse. 


Diese zahlentheoretische Bedingung suchen wir zu 
erfüllen und betrachten zunächst den Spezialfall: 


0 = MANN, 
d.h. nach H und II: M— NV —-3=0, 
also M=NV—-3, MHANV-3=2M=m, 


wobei m nach III eine von Null verschieden Rationalzahl 
ist (IV). V—3 gehört jetzt sicher zum Rationalitäts- 
bereieh, da M= NV — 3 rational sein muss. (V). 


Die Gleichungen (17) werden jetzt: 
xt + 9=3dVe 
x Tem, rad VoVm 
x te u,+ae x, —=0 
Aus (19) folgt: 
3, =Ve(d+ Ve x,—=Ve(d+ a? Var x,=Vc(d-+a Vm). 


Nach (9) muss: 2-8 +-x23—=0 sein,.d.h.3c®=0, 
mithin, da nach Ic von Null verschieden ist, d—=(. 


De 


9 


Da nach (13) ferner x,x,x,=Ve sein muss, folgt 


aus (20) fürd—=0: cVem= Ve, d.h. me—=1 und darum 
SCH RE NET 
VeVm=V&m=Ve. 


Die Wurzeln (20) werden also: 
6 6 6 


er ir u I a EIER Py 
ee ev, n- Zx=- Von e— u, =alec 


Nach Früherem muss sich (1) durch die Substitution 
x?—= y auf eine der beiden Formen (11) oder (12) bringen 


lassen. Es folgt aus (21): 
32 1ER 3_ 
y=ı=lVeo n=-=ale „y-r;3=ale, 


d.h. es genügen x?, x3, und x3 wirklich einer gewöhn- 


lichen Abelschen Gleichung dritten Grades von der 
Form (11); Gleichung (10) wird nämlich: y? = c, wobei, 
wie es (11) verlangt, c von Null verschieden und keine 
Kubikzahl und V—3 rational ist — eine Kubikzahl darf c 
nicht sein, weil sonst x’, x$ und x; rational, mithin (1) 


reduzibel wäre (VI). Gleichung (1) mit den Wurzeln (21) 
nimmt also für unsern Spezialfall folgende Form an: 


x — c= (x? — Ve) (x? -- Ve) en 
7 Iren > 
x? — Ve) ®—aVe) 2 — a? Vo) = 0; 
hierin sind I, V und VI zu berücksichtigen. 

Für den Fallx +2, =, 2, =<g,2,=0=0 
haben wir damit zunächst notwendige Bedingungen dafür 
gefunden, dass in (1) eine gewöhnliche Abelsche Gleichung 
6. Grades vorliegt. Man sieht aber auch leicht, dass diese 
Bedingungen hinreichend sind, dass also unter den Be- 
dingungen I, V und VI (22) sicher eine irreducible Abelsche 
Gleichung 6. Grades ist. Denn: 1. ist (22) dann sicher 


eine irreducible Gleichung, wie leicht aus der Form der 
Wurzeln (21) folgt; 2. ist: 


vi 


(22) 


ee ne 


SL Dre 
Kar, 


d. h. es lassen sich die Wurzeln x, in den Oyklus (153426) 


Vi 


vIill 


(23) 


derart bringen, dass jede Grösse des Oyklus ein und die- 
selbe rationale Funktion der vorangehenden Grösse im 
Cyklus ist. Wir haben damit also eine erste Form von 
irreducibeln Abelschen Gleichungen 6. Grades gefunden: 


Ist c eine von Null verschiedene Rationalzahl, doch 
weder Quadrat- noch Cubikzahl, und gehört VY—3 dem 
Rationalitätsbereiche an, so stellt (22) mit den Wurzeln (21) 
stets eine gewöhnliche Abeische Gleichung 6. Grades vor. 


Einfaches numerisches Beispiel: c = 2. V — 3 muss 
hier zum absoluten Bereich adjungiert: werden. (22) wird 
dann für ce = 2: 


x 2 (VB) 8} VB) = (VB) (8 eV) 
(x? — 0? vs) —= (0 und stellt eine gewöhnliche Abelsche 
Gleichung vor. 
Wir schliessen nun den Fall o = 0 aus und nehmen an: 
M+3N = o--0. 

Wir können dann setzen M = mo, N= no, wom 
und 2 nun notwendig rational sind. Es folgt dann: 
e=m?+3n; M=mm’+3n?); N=n(m?+3n?. 

Der Fall m®+3n? = 0 ist auszuschliessen (VID, da 
er der Annahme o=-/-0 widerspricht; ebenso muss n = 0 
ausgeschlossen werden (VIII), da nach II N von Null ver- 
schieden sein muss. 

Aus (23) folgt: 


; 7 en 
Vu + NV—3 = V (m? + 3n)(m--nV—3) = w 


e 
3 


Wenns V (m: är 3n?) (m — nV— I)=w, 


und es sind hierin w, und w, blosse Abkürzungen, die 
aber mit o beide von Null verschieden sein müssen (IX). IX 


Es ist ferner ww, = m’+3n?= 0. (24) 
Unser System (17) wird: 
3, =, +, +2,=3dVe 
Ian taten, —3Ven, (25) 
Iy=n, te, tax,=3VeW 
Aus (25) folgt: 
x, =Ve(d+wtw)=—x, 
,=V(d+@®w+tew)=—x, (26) 
,=Ve(d+tewtew)=— x, 
(9) giebt folgende Relation zwischen den ÜOoeffizienten: 
2 (m+3nd) = 0 (27) 
und (13) folgende andere Beziehung: 


d? 
5 64-2m)=-1 (28) 


Mittels (27) und (28) lassen sich n und m durch c 
und d ausdrücken: 


(29) 


= Vi 20.0 dd — 27 02 d — A) 


d ist nach VII und (27) von Null verschieden (X), so (X) 
dass wir durch d dividieren durften. Ferner ist der Fall 
m = ( auszuschliessen (X]); denn für m=0 wird (25): XI 


a ee an Ve 


x te, t@x,=3Ven VsV_3 ei 


I, 


3 
x tes, tay,=—3Ve aus V 
3* 


XI 


(31) 


(32) 


ae 


und man erhält durch Addition der beiden letzten 
Gleichungen unter Benutzung der ersten: 


2, - u =2x, +, —BdVe =3 (x, --dVo) —;(), 


also x, =dVe —x; (x —x)(x —x,)=x°— cd? ist dann 
aber ein rationaler Faktor von (1), mithin (1) reduzibel. 

Da nun n rational sein muss, folgt aus (29) unter 
Benutzung von VIII und XI: 

IR 
2) = (20cd? — 27 c?d® —4) eine von Null ver- 
schiedene Quadratzahl. 

Nach Früherem muss sich (1) durch die Substitution 
y=x° auf eine der beiden Formen (11) oder (12) bringen 
lassen; wir nehmen diese Bedingung auf und bilden die 
zu (26) gehörige Gleichung, unter Berücksichtigung von (29): 


x 2cdMed— Y)°—c=0. 
Von der Form (11) könnte diese Gleichung durch 
die Substitution y = x° 


Dieser Fall ist aber auszuschliesen; denn für ıhn ist 
= sr eine Kubikzahl, und (30 wird: «° = c = Kubik- 
zahl; in (11) darf aber die dort stehende Rationalzahl m 
keine Kubikzahl sein. x7, 
notwendig einer Gleichung von der Form (12) genügen. 


nur werden für 7cd’ =. 
C 
x; und x? müssen also in (30) 


Es lassen sich nun auch wirklich zwei Rationalzahlen m, 
und n, so bestimmen, dass (30) von der Form (12) wird, 
wobei in (12) m und n durch m, und n, zu ersetzen sind. 
Wir müssen setzen: 


2 
Ai gear? 
Tr] 


98-27.) 


nach XII ist dann nämlich n, eine Ratıonalzahl. 


ae 
(12) verlangt: m, +0, n, 74-0, mM -+3n?-=-0. 
m, ist nach (31) von Null verschieden. 


| I 
m+3n = 7 (3 — 27 cd?) ist ebenfalls von Null 
verschieden: denn 8—27cd? = (0 war auszuschliessen; 
desgleichen sind d und c von Null verschieden. Damit n, 
von Null verschieden ist, muss nun aber auch 27 ed’ — 2 


von Null verschieden sein. Nehmen wir also 27 cd? so- 


wohl von 8 als von 2 verschieden an (XIII), so ist (30) XIII 


von der Form (12), und es gelten auch die dort not- 
wendigen Bedingungen. 


Aus (26) folgt nun unter Berücksichtigung von (7) 
und (29): 


‘ er 
tn Beeren :) 
Kixıelöx x lem res nn -Ürx 
e: a er a De ee! De ) a Vera DER Dr rd 
ER. TE 
X X, %, —= vv. = X, X; X, 


d. h. es sind die elementaren symmetrischen Funktionen 


von X,, X, und x, sowie vou x,, X, und x, rationale 
Funktionen der Quadratwurzel Vc, Ebenso ergeben sich 


X,X,, X,X, und x,x, als rationale Funktionen der Uubik- 


3 
wurzel w, = V (m3 4-3 n?) [m + n V — 3); denn 1. ist mit 
w, auch schon V—3, d.i. @ mit adjungiert, da n nach 
VIII von Null verschieden ist; 2. ist w, durch w, mittels 
(24) rational ausdrückbar. 


Die zu (26) gehörige Gleichung (1) wird also! 
-B)A-B)AFB)- HUN, HN) N 
KUH U,x N) = 
x 1 3cd Me — 8)? —c=0; 


und es sind hierin ®,, ®, und ®, rationale Funktionen der 


(33) 


(34) 


Kubikwurzel w,; U, A, und %, die in (33) angeführten 
rationalen Funktionen der Quadratwurzel Vc. Ferner sind 
folgende Bedingungen notwendig: c und d sind von Null 
verschiedene Rationalzahlen, c Jaaoen keine Quadratzahl; 
5cd-1 2:21.00. I Suund —-2, ; (20. cd — 27 di -—-A) 
eine von Null verschiedene ah, 

Es fragt sich nun: Ist unter den genannten Be- 
dingungen (34) auch sicher eine gewöhnliche Abelsche 
Gleichung 6. Grades? d. h. also sind die Bedingungen 
nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend? Um diese 
Frage zu beantworten, denken wir uns rückwärts (34) ge- 
löst und bezeichnen die Wurzeln wie in (26); m und n 
sind hierbei durch (29) definiert. 


Bei dieser Wahl der Bezeichnung lässt sich dann 
also jede Gleichung von der Form (34), für welche die 
aufgestellten Bedingungen gelten, einerseits durch Ad- 
junktion der Quadratwurzel Vc in zwei rationale Faktoren 
spalten, deren jeder drei Wurzeln liefert — und zwar 
X,, X, und x, bezw. x,, x, und x,,; anderseits dur 
junktion der Kubikwurzel w, in drei rationale Faktoren 
spalten, deren jeder zwei Wurzeln liefern — und zwar 
x, und x, bezw. x, und x, bezw. x, und x,. Die Gruppe 
von (34) muss also, wenn sie transitiv, d. h. (34) irreduzibel 
ist, einerseits die zwei Systeme der Imprimitivität [1, 2, 3] 
und [4, 5, 6], anderseits die drei Systeme der Imprimitivität 
1, 4}, |2, 5] und [3, 6] besitzen, kann also nur eine der 
Gruppen T,, @, oder I, sein. Wie wir schon sahen, sagt 
(30) bezw. (34) aus, dass x, x$ und x3 oder, was dasselbe 
ist, die Produkte —x,2,, - %,x%, U — x,x, einer Gleichuny 
von der Form (12) genügen. Eine solche Gleichung hat 
nun entweder drei rationale Wurzeln oder ist eine gewöhn- 
liche Abelsche Gleichung 3. Grades.!) Im ersten Falle ist 


1) Hack, pag. 9. 


N, 


(34) reduzibel.e Beschränken wir uns nun aber auf ırre- 
duzible Gleichungen, so ist also (34) als kubische Gleichung 
in x? eine gewöhnliche Abelsche von der Form (12), welche 
als Wurzeln die drei numerisch von einander verschiedenen 
natürlichen Irrationalitäten liefert: 


Ley, yo Le 


Die Gruppe von (34) — (34) als kubische Gleichung 
aufgefasst — vertauscht also X,, X, und X, nur cyklisch. 
Fassen wir nun (34) als irreduzible Gleichung 6. Grades 
auf und suchen die zugehörige Gruppe. Da die gesuchte 
Gruppe nach Obigem die drei Systeme der Imprimitivität 
[1, 4], [2, 5] und [3, 6] haben muss, so kann sie X, auch 
nur noch in X, und X, überführen. (34) — als kubische 
Gleichung — ist also eine Resolvente von (34) als Gleichung 
6. Grades. Die zu dieser Resolvente gehörige Gruppe be- 
steht nach Obigem aus den drei Substitutionen 1, (X, X,X,) 
und (X, X,X,); andererseits wird sie aus allen denjenigen 
Vertauschungen von X,, X, und X, gebildet, welche ent- 
stehen, wenn man die xe den Vertauschungen der ge- 
suchten Gruppe unterwirft.!) Es darf also auch die ge- 
suchte Gruppe X,, X, und X, nur cyklisch vertauschen, 
d.h. sie darf die drei Systeme der Imprimitivität nur 
cyklisch vertauschen, kann also weder @, noch /',, sondern 
nur noch I, sein. Damit haben wir folgendes zweites 
 Hauptresultat: - 


Sind ce und d von Null verschiedene Rationalzahlen, 
c jedoch keine Quadratzahl, ist ferner 5 cd’ -- 2, 
27c@®--8 u.=F+2 und + /20cd? —27c2d° —4) eine 
von Null verschiedene Quadratzahl, so stellt (34) mit den 
Wurzeln (26) entweder eine reducible oder eine gewöhnliche 
Abelsche Gleichung 6. Grades dar. 


1) Klein IV, 8 3, 


Se 


Eine irreduzible Gleichung dieser Art erhält man 


z. B., wenn man noch V—6 zum absoluten Bereich ad- 


jungiert, für: 


c=2,d=1. Gleichung (34) wird hierfür: 
x6+69x?—2=0 und lässt sich spalten: 


1. in folgende drei quadratische Gleichungen: 


RETTET Ben 
x? 48-4373) V6V2—-8 —-(8-—-3V2) Vev2+s!=0 


Beate x% 3, 
et \8+3V2)e®V 6 vD--8 8. 3/20 V6 v2+8\ 0 


\ 


x? — 48-4379) VoVa—a — (83V De: Vov2t 8) =0 


2. in folgende zwei kubische Gleichungen: 
34317222 49x4V72—=0 
3372219 RR = 


Die Wurzeln werden: 


— WEBER: Veva 8 Veran —. 
3 STTIIIETFEHSEER 3 Ze 

— 1V2 12-4 eV6V2 _8—a Vevat8 | = —x, 
5 3 = 

— 4 V2 12 -r@ Vev2- 8—_ a2 V6V2--8 | = —x, 


Damit haben wir den Fall, dass 2 der Werte p in 


(4) gleich sind, erledigt. Wir nehmen von jetzt ab an, 
dass alle 3 Werte: =, +28, =, 2, = X, 
numerisch von einander verschieden sind. Es muss dann 
p einer irreduzibeln kubischen Gleichung genügen, die wir 
als Resolvente bezeichnen, und deren ÜOoeffizienten rationale 


Grössen sein müssen. Diese Resolvente muss nun wieder 


eine gewöhnliche Abelsche Gleichung sein; denn @,, 9, 


und 9, werden durch Substitutionen von I, entweder gar- 


nicht geändert oder nur cyklisch vertauscht. Indem wir 
den Coeffizienten von x° in (1) wieder gleich Null annehmen, 
erhalten wir also für die Funktionen W,, W, und ı, unseres 


Systems (3) folgende Ausdrücke: 

VEN HL U 

W—x+x tax, +x)+a(z, +x)=6VM+NV=3 3 
vr tz, +, +x,) ea) oVvmEnVv3 


für M und N als durch folgende chungen definirte 
rationale Grössen?): 


© 5 es a2 (X, ar X.) en ee nz 2. 1; = ı&, fr Ss 'Xy En X, 
ur x, =: x,) ar (X, Ai = (X, ae x, Fr X; Ze x,) a (X; = 2% (x, 
HR, 


3.(& er ar) X RR) 
—=6°’N. 


Da 9,, 9, und 9, von einander numerisch verschieden 
sein sollen, muss N als von Null verschieden angenommen 
werden (XIV); aus demselben Grunde muss mindestens 
eine der Grössen M-NV—3, und M—NV-—-3, also 
z. B. M-- NV— 3 von Null verschieden sein. (XV). 


Nun ist W, -W, eine rationale, von «@ freie Funktion 
der x., die ausserdem bei allen Substitutionen von I, un- 
geändert bleibt; d. h. es muss für r als rationale Grösse 
die Gleichung gelten: 

M2-e3 Nr 

Wir betrachten zunächst wieder den Fallr =0, d.h. 
zufolge XIV und XV: 

M—NV-3=-0, M=-NV-3, mithin: 
MNV-3=3M=4, 


‚Ds. bei Gl, (16,) 


(35) 


XIV 


XV 


LESE Ne 
wobei 4 zufolge XV eine von Null verschiedene Rationalzahl 
EIERN 
XVI bedeutet (XVT. Damit M=NV-3 = > rational ist, muss 
xvII V— 3 zum Rationalitätsbereiche gehören (XVII). 
Aus (35) folgt dann: 
Ve ee. 
3 
(37) ve, Fu, reg Is) te ze 
D, —X an x, Sm a (8 ar x) = & e "r x —=0) 

xvIl 4 darf keine Kubikzahl sein (XVIII), weil sonst x, -+x,, 
x,+xX,, 2,4x, rational und nicht Wurzeln einer irre- 
duzibeln Gleichung wären. Aus (37) folgt: 

IN 3 m 

(38) +, =2VA, u +2. =20V, „te 0 

Das Produkt (x, — x,) (X, —x,) (X, — x,) bleibt bei drei 


Substitutionen von I, ungeändert und ändert bei den 
andern das Vorzeichen; sind @« und c von Null verschiedene 
XIX Rationalzahlen, c jedoch keine Quadratzahl (XIX), so 
darf man also setzen: 2 
(39) 2), —- 2%), —-x%)=eVe; 
von Null verschieden müssen a und c sein, weil sonst 


zwei Wurzeln gleich würden. 


x, 
Da 


ee 


Dil RE ER Te 
ee 3 
Tor zur Gruppe I, ge- 


hört, kann man für d als rationale Grösse setzen: 


(40) Wex x en 2 La Se cbe Ve 
Es bleiben nun noch vV. und VW, vom System (3) zu 
bestimmen. 


Die Funktionen: 
ao or) + a? R— x) 


RR OR har 4x) 


KR) RD x,) 


und 


en 


IN-X+4 ex )raz, tz ot IX, +X, ar a) 
(X — x) (X, — 2,) (X, — ,) 
sind in den &en rational, da nach XVII « rational ist; sie 


gehören ferner zur Gruppe I. Sind demnach e und © 
rationale Grössen, so kann man setzen: 


u > 
Ve zer rag, x) afx, x) beye Va 
a Or 
Wr, —x, + 02(2,—x,)+0 (X,—x,) = en Ve V22 
6VA 


Setzen wir noch wo f notwendig rational ist, 


ut 
so erhalten wir aus (40), (41) und (42) folgendes Tripel 


von Gleichungen: 


De, a Re rer = 0dVe 
3 


ern — te, —x)+e(x,—x)=6eVeVh 
vr. %, te, — x) te (,—x)=6b/VeVRr 

d, e und f dürfen nicht zugleich Null sein (XX), 

weil sonst x, — x, = Ru 8. X 23%, würde. Aus 


(43) folgt: & 2 3 
,—,—=2Ved+ eVA+ fVM | 
ER FE ee l 
x, —=2Ve(d+ateVA af vV®) 
= Ba a 
x, =2Vc(d+eeVA-+a2fV%) | 


Aus (38) und (44) folgen die Rue 
Dh en 
en re Ve(d-+ eVR+ Als 


1 


„a? Vi+ Ve(d- a2 e V Far va) 


ne el 


X, —= 0 VE+ Ve(d+a Ver 
y,- VE_ Ve(d+ e Vi + 18 


DR a: u >> 
x VI— VoldtaeVA-ta fVB) 
En N ı ER 
s=a VA—Vc(d-+a eVA-1-.a® f VA) 


(41) 


(42) 


(43) 


xXX 


(44) 


(45) 


Be 
Aus (45) erkennt man: 1) ebenso wiex, - x,,%, + X, 


3 
und x3 4-xs nach (38) rationale Funktionen von VA sind, 
sind es auch x, X,, X,*%, und x,x%,; 2. die elementaren 


symmetrischen Funktionen von x,, X, und x, einerseits und 


17 
von X,, X, und x, anderseits sind rationale Funktionen von 


Ve. Letztere werden: 
urn ned Ve 
+2, 9%, = Bc(®—ef)—3fAVe 
OEL U ea 
+Vei(@+er+f?R—Bdef)c-+3eh;, 


und analoge Ausdrücke für x 


(46) 


x. und Ko 


Ra 


Die zu (45) gehörige Gleichung (1) wird: 


Kraut Bo) AHA 4 Bd) a4 Anz rt DB) = 
(47) EHE HDT EIER Dur ee 
x°- UOx+-Dr°+-Ex’+Fx+G0=0, 


und es sind hierin %,, Ar, Ar Br; Dr und Br rationale 


SE 
Funktionen der Kubikwurzel VA; &,, D,, &, &ı, Dir und 


&,,; die in (46) aufgeführten rationalen Funktionen von Ve. 
0, D, E, F und @ bestimmen sich leicht z. B. aus (46). 
Es gelten die Bedingungen: c, d, e, f, A und V—3 sind 
rationale Grössen, jedoch c keine Quadratzahl, / keine 
Cubikzahl, d, e und f nicht zugleich Null. 


Es fragt sich nun wieder: Sınd die aufgeführten Be- 
dingungen auch hinreichend dafür, dass (47) mit den 
Wurzeln (45) eine gewöhnliche Abelsche Gleichung 6. Grades 
ist? Wir denken uns wieder (47) aufgelöst und bezeichnen 
die Wurzeln wie in (45). Aus oben Gesagtem ergiebt sich 
dann: Jede Gleichung von der Form (47), für welche die 
aufgestellten Bedingungen gelten, lässt sich durch Ad- 

3 


junktion von VA in 3 rationale Faktoren spalten, deren 


ne 


N rn 


jeder zwei Wurzeln liefert — und zwar x, und x, bezw. 
x, und x, bezw. x, und x,; ebenso lässt sie sich durch Ad- 


junktion der Quadratwurzel Ve in zwei Faktoren spalten, 
deren jeder drei Wurzeln liefert, und zwar x,, x, und x, 


bezw. x,, x, und x,. Ist also (47) irreduzibel, so kann die 


4) 


zugehörige Gruppe nur I\, @, oder I‘, sein. Wie man 
nun leicht aus der Form der Wurzeln (45) erkennt, kann 


(47) nicht reduzibel sein; denn: 


1. Es kann keine der sechs Wurzeln selbst rational 
sein, (47) also keinen linearen rationalen Faktor enthalten; 
3 


VA genügt nämlich einer irreduzibeln kubischen, Ve einer 


3 
irreduzibeln quadratischen Gleichung, Ve und VA können 
demnach nicht rational durch einander ausgedrückt werden, 
können sich also bei den geltenden Bedingungen aus keiner 
der Wurzeln (45) fortheben. 


2. Es kann ebenso kein rationaler Faktor aus (47) 
abgetrennt werden, der zwei Wurzeln liefert; denn schon 
die Summe irgend zweier Wurzeln kann nie rational sein: 
bei der Summe zweier Wurzeln bleibt nämlich entweder, 


g 
indem sich Vc forthebt, VA allein mit einem sicher von 
Null verschiedenen Coeffizienten übrig — und dies nur 
tische Summen | zz. undix,--x,, —.oder aber 
es bleiben beide Irrationalitäten stehen. In beiden Fällen 
ist also ein Rationalwerden ausgeschlossen. 


3. Es ist endlich auch kein rationaler Faktor von (47) 
möglich, der drei Wurzeln liefert; denn es giebt keine 
Kombination von drei Wurzeln, deren drei elementaren 
symmetrischen Funktionen zugleich rational sein können: 


Es bleibt nämlich bei den elementaren symmetrischen 
3 


Funktionen von drei Wurzeln entweder, indem sich VA 
forthebt, Vc allein übrig — und dies nur für die Com- 
binationen: x,, X,, X, und-x,, X,, x, —, oder aber es bleiben 


Rdn 
beide Irrationalitäten stehen. Im letzteren Falle ist sicher 
ein Rationalwerden ausgeschlossen, im ersteren Falle 
müssten nach (46) die Gleichungen gelten: d=0 f=0, 
eic+t3elA=0. Für d=f=0 muss aber zufolge XX 
e-+-0 sein. Desgleichen sind c und A von Null verschieden 


und V—3 rational. Aus ceA--3eA—0 würde also 


ERS 
ffoen:c® = —3dhc= “ — Quadratzahl, was 
g ; 


gegen XIX ist. ; 

Jede Gleichung von der Form (47) ist also sicher 
irreduzibel, ihre Gruppe transitiv. Die Wurzeln (45) von (47) 
müssen nun den Gleichungen (38) genügen, d. h. es müssen 
U TYyerR, ur =X, 97, 0X Wuzızı 
Gleichung y?= 84 sein, wobei 4 von Null verschieden 
und keine Cubikzahl ist und V-—3 dem Rationalitäts-Be- 
reiche angehört. (48) ist eine gewöhnliche Abelsche Gleichung 
von der Form (11); ihre Gruppe besteht also aus den drei 
Substitutionen 1, (X, X,X,) und (X, X,X,). Da die ge- 
suchte Gruppe von (47) nach Obigem die drei Systeme 
der Imprimitivität [1, 4], [2, 5] und [3, 6] haben muss, so 
kann sie X, auch nur noch in X, oder X, überführen. 
(48) kann mithin als Resolvente von (47) aufgefasst werden, 
welche als Wurzeln die drei natürlichen Irrationalitäten 
X T% 3%, und’z,-| x, liefert, Wie de zuseı 
Resolvente gehörige Gruppe kann also auch die gesuchte 
Gruppe von (47) x, -+-x,, x, undz,4-x, nur cyklisch 
vertauschen;') d. h. sie darf obige drei Systeme der 
Imprimitivität nur eyklisch vertauschen, kann mithin nicht 
mehr G, oder /‘.,, sondern nur noch I", sein. Damit haben 
wir folgendes drittes Hauptresultat: 

Sind ec, d, e, f, 4 und V—3 rationale Grössen, jedoch 
c keine Quadratzahl, A keine Kubikzahl, ferner d, e und / 
nicht zugleich Null, so stellt (47) mit den Wurzeln (45) stets 
eine gewöhnliche Abelsche Gleichung 6. Grades dar. 


1) Klein IV $S 3. 


EN Et 
Eine einfache Gleichung von der Form (47) erhält 
man z. B. für d—=e=0; sie wird: 
mi IcERF—-beRL x rK— OF H—=0 (49) 
Setzen wir hierin z. B f=1,c=4/=2, so erhalten 


wir, wenn wir noch V— 3 zum absoluten Bereiche ad- 
jungieren, folgende Abel’sche Gleichung: 


x° — 4x? — 722° —192x—124=0 
Dieselbe lässt sich spalten: 


von ne 5 Bee Gleichungen: 


3 


> 2 _gVöx_uVEr V4=0 
x? — 20° Vox de VdtaVimo 
x ee 
2. in folgende 2 kubische Gleichungen: 
x —6V72x—2—-8 172 =0 
A ee 


Die Wurzeln werden: 

877% ER 
UI DIV 
2) V2#20V2 
; a Br 

ea +2 0V2 


Es bleibt nun noch der Fall zu erörtern übrig, in 
dem 1.9, = 9,-F9, 9, und 2. 7-3 N = r-F0 
ist. Es ist hierfür also sowohl M- N V — 3als M- NV —3 
von Null verschieden. Wir können setzen: M = ur, 
N = vr, wobei & und v» notwendig rational sind; es folgt 


X. 


oO 


6 


dann: 
r= #713», M=u(#®{13%, N=v(u?+322), 


— 48 — 
XXI Der Fall +3»? = 0 ist auszuschliessen (XXI), 
weil er der Annahme r--0 widerspricht; ebenso muss » 


xxII von Null verschieden sein (XXII), weil nach XIV N von 
Null verschieden ist. Es wird: 


3 & 
VMANnV-3 Vet: ya 
(50) 3 3 


Ymnıyvs. V (u? 3) u Va) 7 
und es bedeuten hierin w und t blosse Abkürzungen, die 
XXilI jedoch mit r beide von Null verschieden sein müssen (XXIIT). 
(51) Ferner ist w-t = “+31 =[r. 
Die Gleichungen (35) werden: 
I ee 
(52) Weztz re x) Te ae 

ve, Tg, res 4x2) a, 2, 0, 

Die Funktionen 
Kerl er a 
rer a 
und 
u te (RX) re, —x,) 


x, + 0 (X, ae x,) + @ &+%,) x = x,) (X, = x,) (1%, = x,) 


sind nach Adjunktion von a in den xen rational, sie ge- 


hören ferner schon vor der Adjunktion von «a, also erst 
recht nach derselben zur Gruppe der Gleichung (1). Sind 
also p, 9, p' und g’ rationale Grössen, so kann man setzen — 


unter Berücksichtigung von (39) und (52): 

=, —yte (,—2)+2&,—x)=6(p+g VB) Vew 
53 een. 
s „—=- u. - u +2, —x) te, —x)=6( tg Va)Ver 


Wie sich leicht durch Ausrechnen bestätigt, sind 
folgende Funktionen rationale, von a freie Funktionen 
der xe: 


Se x. 02 ex,) SEK oi2,, x) 0x;%,) 
mi Era. tx,) er osx.) az) 
und 
SE 2a El alx.x,) Seen. 0ix%,) 
tt, teR 4X) FR 4X) I, tÄRTL)tRR+R,) 
Anderseits bleibt das Produkt 1. bei allen Substi- 
tutionen von I, ungeändert, während die Summe 2. auch 
ungeändert bleibt, wenn man sie durch (x, —x,) (&, —x,) 
(x, —x)=aVe dividiert. Es muss also für N, und NR, 
als rationale Grössen sein: das Produkt 1. gleich ®,; die 
Summe 2. gleich R, Vc d. h. nach (52) und (53): 
cp+gV—3)(p-+q le N, 
, (54 
Der Be Jar Ger 28 N, “= 
Nehmen wir zunächst an, V—3 sei irrational; dann 
muss V— 3 sich auf den linken Seiten von (54) heraus- 
heben. Das ist aber nur möglich: a) fürg= (=; 
b) für g= —g' und p=p' Wir betrachten den Fall a). 
Er bedeutet nach (53): 
Nelson x) = 
== Ve, und 
u tu Fre; +%)te,+%) 
ee) Ä 
ha RR, 
Se Re Bra) Xu X.) 
mithin: 
Be OR) Fe) El EX Kr) “ 
Ze ae, )mailz, +3,) x,+x, + 0o2(z,+x,)+a(x,-+x,) 
| P—p) Ve 
oder: 


(& — 0) 


(5 Er S we X) FR (X, vn x,) (x,+x)) 2; X, x,) (%,+x,) 


IX, ar er, RN a? er x.) 


> 
Inn er) en u 
ee‘ 


Bere, ae 


Der Nenner ist nach (51) und (52) gleich 36 r, also 
rational; @— a? ist nach (2) und (2), gleich V—3. Der 
Zähler ist eine rationale Funktion der &e, welche bei den- 
selben Substitutionen wie (x, — X) (X — X) &, —x)=aVce 
sowohl ungeändert bleibt als auch ihr Vorzeichen wechselt. 
Für den Zähler können wir also schreiben: BRational- 
zahl - Ve, so dass der ganze Bruch wird Bier: Ve, für RR, 
als eine rationale Grösse. Gleichung (55) wird also: 

RN,V—-3=p—p. 

Diese Gleichung ist nur möglich für R,—=0 und 
p=p', da V—3 zunächst als irrational angenommen ist. 
Als erste Lösung von (54) haben wir also: a) p=Pp),, 
= l=0, V— 3 irrational. Nun seien q und g' nicht 
gleich Null; dann bleibt, für V— 3 als irrationale Grösse, 
nur übrig: 9’ = —q und p'=p. Als zweite Lösung von 
(54) haben wir somit: b) y =p, = —gq, V— 3 irrational. 
Die Faktoren von 6 Ve - w und 6 Ve - tin (53) werden: 

im Falle a): p und p 
im Falle be pp ga V 3undp- oa. 


Wir nehmen nun an, V— 3 sei rational. Dann können 
die eben genannten Faktoren in (53) zunächst unabhängig 
von einander mit e und f bezeichnet werden, wie es z. B. 
in (43) geschehen ist. Doch lassen sich dann e und f stets 
durch 2 andere Rationalzahlen » und g derart ersetzen, 
dass e=p--gqV—3 und f=p—gV—-3 wird; es ist 

e+f I 
2 


und g= ———=, Es lassen sich also für 


De 


eben D. 


u. u 


alle Fälle die beiden Faktoren in der Form schreiben: 
ptoaV=3undp—qaV-=35; 
denn auch der Fall a) ıst für g=0 hierin enthalten. 


Aus (40) und (53) erhalten wir somit folgendes Tripel 
von Gleichungen: 


N EX, Rt dd dVe \ 
W=r,—,+t0 ,—2,)t+®2(,—x)=6(p+gV — — 3} Vew (56) 
v=x,—,t+&®(&%,—x)ta (&,—x%)=6(p—N)V— ee Vet 
d, p und q dürfen nicht zugleich Null sein (XXIV), weil XXIV 
dann , _ y=%,—-%,=x%,—2%,=0( würde. 

Wir setzen nun 2«—=(0 und sehen, zu welchem Re- 


sultate uns diese Annahme führt. (52) wird für diesen Fall: 


Re take Zn 


0) 


x 


Bat ex) 0x 2) 30V v3 er 
Bez Polsce. X Es Vav a 
Durch Addition dieser 3 Gleichungen folgt: 
x try =, 9. = —x. 
Entsprechend folgt durch Addition der ne (56) 


Fir =V: 
3 


x, = x, = 2Voeld+ 279 V—3 V3V—3) = 2Ve(d-+ 699), 
folglich: 


x, = — x, = Ve(d+6rg) 


Gleichung (1) wäre demnach reduzibel und hätte den 
rationalen Faktor: 
«—- x) x —- x) = —c(d + 6vg). 


Der Fall « = O ist mithin auszuschliessen (XXV). XXV 
4* 


Be 
Aus (52) und (56) folgen nun die Gleichungen: 
RT ea) 
zz, = 2a wc) 
+2, =2(ewt et) 
2 —,=2Veld+ p+aV—Bu+ P-aV-äit) 
VYeldtaptgaVY-Bw-te (p—g V—_-3% | 
iz —2Ve\dte p+gV- up gV 3: ! 


(57) 


und hieraus ergeben sich die Wurzeln: 


=w+i3Ve)d+(p + aV ut —aV=3t | 


, 


x, 


“2 235 Er 
(88) nee w+oettVe 


B) 


d-&(p-+gV—3)w-a(p—gq vaaı 


„> au +ettVe 


d+a(p-+q v5) w-t0e(p—=Q vaaıl 
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wo sich z. B. das untere Vorzeichen auf x,, x,, x, bezieht. 


Aus (98) erkennt man: ]) ebenso wiex, + X,, 7 X, 


und x, + x, nach (57) rationale Funktionen der Oubikwurzel 
3 


Ww— Vu: 41-392) (u-4-v V—3) sind — denn nach (51) ist 
I, nach XXII ist » von Null verschieden, sodass mit 
w auch £ und «@ adjungiert ist —, ebenso sind es auch 


X, X, X, X, und X, X,; 2) die elementaren symmetrischen 


Funktionen von x,, X, und x, einerseits, von X,, X, und x, 


anderseits sind rationale Funktionen von Ve. Die zu (58) 
gehörige Gleichung (1) wird also: 
HUF) U 
By LEDER HE DR EN 
x» - (Üxz?+- Dy’ Eee Ri gen, 


und es sind hierin W, Ar, Ar Bi 9, und ©, rationale 


Funktionen der Kubikwurzel w, während 6, D,, &,, ©, 


D,, und €E,, rationale Funktionen der Quadratwurzel Ve 


sind. Es gelten für (59) folgende Bedingungen: c, u, v, 
p, q und d sind rationale Grössen, « jedoch keine Quadrat- 
zahl, u=F0, #0, "+3 9?=E0; p, q und d nicht zu- 
gleich Null. 

Wir fragen nun wieder: Sind die aufgestellten Be- 
dingungen auch hinreichend dafür, dass (59) mit den 


Wurzeln (58) eine gewöhnliche Abelsche Gleichung ist? 


Wir denken uns zu dem Zwecke (59) gelöst und be- 
zeichnen die Wurzeln wie in (58. Aus oben Gesagtem 
erkennt man dann: 1. Die Gleichung (59) lässt sieh durch 
Adjunktion der Kubikwurzel w auf drei quadratische redu- 


zieren, deren jede zwei Wurzeln liefert — und zwar x, und 
%,, %, und x,,x, undx, —; 2. (59) lässt sich ebenso durch 


Adjunktion der Quadratwurzel Ve auf zwei kubische 
Gleichungen reduzieren, deren jede drei Wurzeln liefert — 
und zwar x,, x, und x, bezw. x,, x, und x,. Die Gruppe 
von (59) muss also, wenn sie transitiv ist, sowohl die 
drei Systeme der Imprimitivität |1, 4], [2,5] und [3, 6] als 
die zwei Systeme der Imprimitivität [1,2,3] und [4, 5, 6] 
besitzen, kann mithin nur /\, @, oder I\, sein. Die 
Wurzeln (58) müssen nun ferner den Gleichungen (52) 
gmügen,d.h.x +2, =X, 8%, =X, und, +x,=X, 
müssen Wurzeln folgender Gleichung sein: 


P—12 (+3 %)y— 1bul +39) —=0. 


Für die aufgestellten Bedingungen ist (60) eine 
Gleichung von der Form (12), — es ist das dortige m 
durch 2 u, das dortige n durch 2» zu ersetzen —, d.h. sie 
hat entweder drei rationale Wurzeln oder ist eine gewöhn- 


liche Abelsche Gleichung.) Hat (60) drei rationale 


1) Hack p. 9, 


(60) 


BER 


Wurzeln, d.h. sind xy 2,8 +%,2, 17% febonılase 
sind nach (57) w+t, ®w-et und aw--o?t rational. 
—1-+:V3 —1—1V3 


und @e > ist, SO 8b; 


2 2 


Da. aun. oe == 


V_-3w—- V-B3t= ou di - en 
aV--3w— eV —3t= wit — ana 
aVv—3w—_ aV-3t=Rwteaoti —-(w-H), 


d. h. es sind auch in (57) die Koeffizienten von Ve in 
x - 2, 2 —-x, und x, x, rational, mithin @ 0, 
(x, — x, (&,—x,” Rationalzahlen. Mit (x, — x, und 
x, 4x, ist nun aber auch x, x, rational, und analog müssen 
x,%X, und x,x, auch rational sein. (59) ist dann also ın 
drei rationale Faktoren spaltbar, d. h. reduzibel. Beschränken 
wir uns nun aber auf irredizible Gleichungen von der 


Form (59), so ist (60) eine gewöhnliche Abelsche Gleichung. 


Da sich (59) durch Adjunktion der Kubikwurzel w 
auf drei quadratische Gleichungen reduzieren lässt und 
demnach die drei Systeme der Imprimivität [1, 4], [2, 5] 
und |3, 6) besitzen muss, so kann die Gruppe von (59) 
X, nur noch in X, und X, überführen. Es ist also (60) 
Resolvente von (59). 

Als gewöhnliche kubische Abelsche Gleichung hat 
(60) zu ihrer Gruppe nur die drei Substitutionen 1, (X, X,X,) 
und (X,X,X,); es kann daher die Gruppe von (59) X ,X, 
und X, auch nur cyklisch vertauschen;!) d. h. die drei 
Systeme der Imprimitivität können in der gesuchten Gruppe 
nur cyklisch vertauscht werden. Die Gruppe von (59) 
kann mithin weder @6 noch Is, sondern nur noch 7% sein. 


Damit haben wir folgendes viertes und letztes Haupt- 
resultat: 


1) Klein IV $ 3. 


Sind x, v, e, p, q und d Rationalzahlen, jedoch «, », 
u@ +3» und c von Null verschieden und », 9 und d nicht 
zugleich Null; ist ferner c keine Quadratzahl, so ist (59) mit 
den Wurzeln (58) entweder reduzibel oder eine gewöhnliche 
Abel’sche Gleichung 6. Grades. 


Eine irreduzible Gleichung von der Form (59) erhält 


nz brür:tev-d= 1, erden: 
x -—30x?—-16x2?+4156x*°+96x— 136 =. 
Diese Gleichung lässt sich spalten: 
1. in folgende drei quadratische Gleichungen: 
a Orr BEI V—3) = 0, 
2 I(dwtet) x<+61+1—-VY—-wt1+V--3) at—=0, 
322 (ewtort)x& +6+-1—V 3) aw+A4+V-I)at—=0, 
2. ın folgende zwei kubische Gleichungen: 
3-32 2 —-6x—-3+10R=0 
431/722 —-6x—-8—-1012=0; 


und es bedeutet hierin: 


3). 
Die Wurzeln sind: 
x =wtt+ v2, yv=ew4t at-+- W2% xz,=aw-Le?t-- | 2 
x,=wtt—-V2, 2, = w4 at—V2,2,=aw-a?t— v2 
Wir führen hier auch eine reducible Gleichung als 


Beispiel an: 

Man erhält eine solche z. B. für u= — , _-n, 
c=2,d=1,2r=-9=0. 

x --20x?+12x° +61 — 12x — 14=0 


Diese Gleichung hat folgende 3 rationalen Faktoren: 
&—2x—-1)&®+6x+N)(°—4x-+2), lässt sich also 


auf 3 quadratische Gleichungen mit rationalen Coefficienten 


zurückführen. 


Wir fassen noch die gefundenen Resultate zusammen: 


Damit eine Gleichung eine irreduzible Abelsche 6. Grades 
ist, muss sie sich auf eine der folgenden vier Formen bringen 


lassen: 


a ee 


I: 


x + 20d(27T ed? — 8) x? — c = 0 (s. Gl. 34) 


II. «+ C++ Dx&--Ex#?+-Fxz+@=0 (861.47); 


IV. 


es bestimmen sich hierin die Coeffizienten aus den 
Wurzeln (45): 


19 BERE er 32 3 
NeVizVeld+eVA+fVA) 

X, 

ER nr Be 3 a SM 

z —-— VN+Ve(d+ eVA-+af V3%) 

x, A Be en BE. 

„zeVızVe(d{aeVR of VA) 


6) 
wobei sich das untere Vorzeichen auf x,, &, und x, 
bezieht 
x + 0x! Da? + Ex + F'c+@'= 0 (8. 01.59); 
es bestimmen sich die Coeffizienten aus den Wurzeln 
(58): 

36 


ı | = w+txtVe(d+ (+ gaV-3)w+p—aVä)t) 


x 


— aw+eat-+ Ve (d+a®(p +g9V-3)w+ a(p—qV-3) ‘) 


3 


—aw+ o®t+ Vo (d +a(p+ gV-3)w+ a(p—gV—3) ), 


wo sich wieder das untere Vorzeichen auf &,, x,, &, 
bezieht und w und t folgende Gubikwurzeln bedeuten: 
3 SA 3 


a Vu +- 32) (utvV-3), t= V (wu +392) (u—v v3) 


In I bedeutet < eine Rationalzahl, doch weder eine Quadrat- 
noch eine Cubikzahl; V— 3 ist rational. 


In II bedeuten c und d von Null verschiedene Rational- 
zahlen, c jedoch keine Quadratzahl; es muss sein: 
5c®—+-2, 27c®—-2 und + 8, 2 (20c4 
— 27 c”d® — 4) eine von Null verschiedene Quadrat- 
zahl. 


In III bedeuten c, d,e, f und A Rationalzahlen, c jedoch 
keine Quadratzahl und 4 keine Cubikzahl; d, e und f 
dürfen nicht zugleich Null sein; V—3 ist rational. 


In1IV bedeuten «,»v, c, d, p und q Rationalzahlen, c jedoch 
keine Quadratzahl; es muss sein: u==-0, v-/=0, 
wW@-H3»v?=--#0; p,q und d nicht zugleich Null. 


Jede dieser 4 Formen von Gleichungen lässt sich sowohl 
durch Adjunktion einer Cubikwurzel auf 3 quadratische 
als durch Adjunktion einer Quadratwurzel auf 2 kubi- 
sche Gleichungen reducieren. 


Umgekehrt: Jede Gleichung von der Form I oder III, bei der 
die angeführten Bedingungen gelten, stellt stets eine 
gewöhnliche Abel’sche Gleichung 6. Grades dar, jede 
Gleichung von der Form II oder IV, bei der die ge- 
nannten Bedingungen gelten, ist entweder reducibel oder 
eine gewöhnliche Abel’sche Gleichung 6. Grades. 


N a A a 7 


uk 


Gleichungen mit der Gruppe ®, sechster Ordnung und mit 


der metacyklischen Gruppe @,, zwölfter Ordnung. 


&, = 1, (12) (36) (45), (14) (23) (56), (16) (25) (34), (135) (246), 
(153) (264) | 

G,—=|©,;(13) (24), (15) (26), (3) (46), (12) (34) (66), (145 236), 
(163 254) | 


Die zu Grunde liegende irreduzible Gleichung mit der 
Gruppe ©, oder G,, heisse: 
0 
Wir gehen aus von der Funktion p=x,-+x,. Die- 
selbe nimmt bei den Substitutionen von ©, bezw. G,, drei 
formal von einander verschiedene Werte an: 


LU FT Rt BT 


Diese drei Werte sind entweder alle auch numerisch 
verschieden, oder es sind mindestens zwei von ihnen 
numerisch gleich. Diesen letzten specielleren Fall betrachten 
wir zunächst. Es sei z B.9,=9%,. Durch Anwendung 
der Substitutionen von ©, bezw. G,, auf diese rationale 
Relation zwischen den Wurzeln findet man: 


= pp, lbs Is. ru on 2 0 


BB N ye—X,; 


ae er 


6 


Nehmen wir den Koeffizienten von x® in (1) gleich 1 
an, so kann also (1) in folgender Form geschrieben werden; 


DE 
Klee URN RE) = 0 


Die Gleichungen (3) können also nur gelten, wenn (1) 
von vorneherein eine kubische Gleichung in x? ist. Wir 
können diese vorliegende kubische Gleichung (1) natürlich 
gleich in reduzierter Form annehmen, so dass: 

SEX rl) 
ist. Wir erhalten dann durch die Substitution y = x” und 
analog y,—x? — füri=1,3,5 — aus (1) die kubische 
Gleichung in y: 
WEHEN WU, 
und es it n (O: y, I Y =. 


(6) muss nun sicher eine allgemeine kubische Gleichung 
sein; denn: 1) nach Annahme ist (l) und folglich auch die 
aus (1) durch die Substitution y=x? hervorgegangene 
Gleichung (6) irreduzibel; 2) muss die Gruppe von (6) die 
symmetrische dritten Grades sein; (6) ist nämlich Resolvente 
von (1) mit den drei numerisch von einander verschiedenen 


Wurzeln 


N, N I N 
Y RT 0% 8% Y—R% RX X, X, X. 


Die Gruppe von (6) wird also von denjenigen Ver- 


Fauschunpen der drer rrodukie X, %,, =%,%, X, X, P6- 
bildet, die entstehen, wenn man die xe den Vertauschungen 
der Gruppe von (1) unterwirft;') das sind aber sowohl 


für ©, als für @,, alle sechs möglichen Vertauschungen. 
Wenn wir also (6) ın der Form annehmen: 
ET ne ie ADE 
so müssen wir als notwendige Bedingung hinzufügen: 


Das Differenzenprodukt (y, — Y,) (Y, — Y;) (Y, — Y,) darf 
nicht rational, d. h. die Diskriminante D = [(y, — y.) 


1) Klein IV $ 3. 


(7) 


11 


DIS EROF- 8% 


(Y,— 9) (Y; — *,)I? keine Quadratzahl sein. Denn sobald 
das Differenzenprodukt rational ist — von Null verschieden 
muss es stets sein, damit wir überhaupt in (7) eine irre- 
duzible Gleichung haben —, besteht die Galois’sche Gruppe 
von (7) entweder aus der Identität — dieser Fall ist für 
die irreduzibeln Gleichungen ausgeschlossen — oder aber 
aus der alternierenden Gruppe, da weder die symmetrische 
Gruppe 3. Grades noch eine Gruppe 2. Ordnung wie 
|1, (12)! das Differenzenprodukt rational macht. Die Gruppe 
von (7) muss aber nach Obigem die symmetrische sein. 


N at a darf 1 
uni ee 57 = og PD; es darf als 

2 
— 108 ( - ) — — (27 b? + 4a?) keine Quadratzahl 


sein (D); damit ist auch schon der Fall ausgeschlossen, 
dass das Differenzenprodukt Null ist, d. h. zwei Wurzeln 
y gleich werden. db muss selbstverständlich auch von Null 
verschieden sein (II), damit (7) und damit (1) nicht durch 
die Wurzel Null reduzibel wird. 


Eine notwendige Bedingung dafür, dass für unsern 
Spezialfall (1) eine Gleichung mit der Gruppe ©, bezw. 
G,, wird, ist also: (1) muss sich auf die Form (7) bringen 
lassen, und es müssen dabei die Bedingungen I und II 
gelten. Um hinreichende Bedingungen zu finden, knüpfen 
wir an die Funktion = & - 2), x). 2 30 
welche für unsern Spezialfall die Form annimmt: 

RR X: 

Zunächst muss y von Null verschieden sein, weil sonst 
die Wurzel Null die Gleichung (1) befriedigen würde. 
Anderseits bleibt x bei der Hälfte der Substitutionen von 
®, bxyzw. @,, ungeändert und ändert bei der andern Hälfte 
nur das: Vorzeichen. — da x, 2, x. x m x 1. |: 


3 % 
deutet also c eine von Null verschiedene Rationalzahl, 


III doch keine Quadratzahl (III), so darf man setzen; 


ee 
pp le 


Bangsre Sr nn era eh) 
eine Funktion, die bei denselben Substitutionen ungeändert 
bleibt wie y und bei denselben auch das Vorzeichen wechselt; 
es muss also, wenn d eine Rationalzahl ist, die Gleichung 
gelten: 

7%, 


X, X, X, 


=3dd ode , +2,42, =3d Ve 


x \ 
Betrachten wir nun die Funktion —. Dieselbe nimmt 


v 


beı den Substitutionen von &, bzw. SER 3 numerisch sicher 
mer zN 


von einander verschiedene Werte an: —, —, —; denn 
X 


K X 
1. sind diese numerisch verschieden, weil x,, x, und x, es 
sind; 2. sind die 3 andern Werte, welche durch die Sub- 


RAN X a ee 
stitutionen aus — noch hervorgehen, nämlich —-, —- und 
X 


— _, nur formal von jenen ersten dreien verschieden. 


Diese 3 ersten Brüche müssen also einer irreduzibeln 
kubischen Gleichung mit rationalen Ooeffizienten genügen, 
die eine Resolvente von (1) ist. Dieselbe muss wieder 
eine allgemeine kubische sein, weil die 3 Brüche auf alle 
6 Arten vertauscht werden, sobald man alle Substitutionen 
von ©, bzw. G@,, auf sie anwendet.) 


Die allgemeine kubische Gleichung möge heissen: 
„—3dfHgayır=0. 

d bedeutet hierin dieselbe Rationalzahl wie in (9). 

Wir denken uns diese Gleichung durch die Substitution 


y—=2-d 


1) Klein IV 83. 


(10) 


(11) 


(14) 


VI 


Po 

auf die reduzierte Form gebracht: 
?-+-az+b=0 

und diese letztere aufgelöst. Als Wurzeln ergeben sich dann: 
e 


de w-t 


X, b) 
A w-+ o®t 

AB 
| ee ee are 
wobei: 

ı ı\3 

--VEVEO.:-V- VO 
und «@ z. B. u er Der Sinn der Quadrat- 


wurzel ist an sich beliebig, in w und ? aber derselbe; zu 
einem beliebigen der 3 möglichen Werte von w ist der- 
jenige von ? zu wählen, der die Gleichung 
Bi 

wvi— — 3 
erfüllt. d' muss in (12) und (14) natürlich von Null ver- 
schieden sein (IV), weil sonst eine Wurzel z Null, also 
eine Wurzel y in (10) rational gleich (— d) und damit (10) 
reduzibel wäre. Damit (12) eine allgemeine kubische 
Gleichung ist, darf ferner — (27b'?--4a'?) keine Quadrat- 
zahl sein (V).) 


Wir untersuchen den Fall a@ =0. Es ist hierfür 
nach (12): = —b'—=b,, wo b, nach IV eine von Null 
verschiedene Rationalzahl ist. b, darf ebenso keine Cubik- 
zahl sein (VD), weil sonst eine Wurzel und damit eine 
Wurzel y rational wäre. Da nach V für «= 0 (— 270‘) 


1) Vel. 1. 


Er DR N dic 


keine Quadratzahl sein darf, muss V— 3 irrational sein (VID. VII 
Als Wurzeln von 2° — b, erhält man: 


x, MR X, | DM: 
Ve re ee 
+ S 
e- = - —d- a? Wr 
> 1? 5 
also xy, = Ve (a4 v,), X, = voÄa + aV5,), 
(16) 
en € + a2V ».). 
Nach (5) muss sein: +2 +2 —=0,d.h ce 3#®=0, 
also d=0(, da c nach III von Null verschieden ıst. Für 
0. 0r1st nach’ (16); | 
Eat EN SB 
a a I RA 
oder, da nach (8) x,x,x,=Ve, d.h. cb,—=1 sein muss, 
Veen, BORN 2%, 7,00 Ve.. (1) 


Mit db, darf c = n auch keine Kubikzahl sein (VIID. VIII 
2 


Es ist also nach Ill und VIII c weder Quadrat — noch 
Kubikzahl. 
Die zu en I name (1) wird: 


x°_-c—= (x Vol? opt (x? 2 (x? Be) (x? ee 0. (18) 
Wie es 8. 60 verlangt, lässt sich (18) auf die Form (7) 
bringen, wobei I und II gelten. 
Sind die Bedingungen III, VII und VIII erfüllt, so 


haben wir auch wirklich in (18) eine Gleichung mit der 
Gruppe ©, bezw. der Gruppe G,,. Denn: 


1. ıst (18) dann irreducibel, wie leicht aus der Form 
der Wurzeln (17) hervorgeht. 


a 
2. lässt sich (18) durch Adjunktion der Cubikwurzel 
'g 


Ve und « auf drei quadratische Gleichungen redu- 
cieren, deren jede zwei Wurzeln liefert; ebenso durch 
Adjunktion der Quadratwurzel Ve auf zwei cubische 
Gleichungen reduzieren, deren jede drei Wurzeln 
liefert. Es muss also die zugehörige Gruppe sowohl 
drei als zwei Systeme der Imprimitivität haben, 
kann mithin nur T, (= ©), ©, (= G,) oder 
G,, (= T,) sein. 


3. kann (18) keine Abelsche Gleichung sein, daV— 3 
nach VII irrational ist;') d. h. die Gruppe kann 
nicht I, (= ©,) sein. 


Es fragt sich nun: Unter welchen Bedingungen ist 
(18) mit den Wurzeln (17) eine Gleichung mit der Gruppe 
®,, und unter welchen Bedingungen gehört sie zur Gruppe 
G,.? Es genügen die Wurzeln (17) der Gleichung (8): 
en Ve. Nach Adjunktion dieser natürlichen Irratio- 
nalität wird nach einem bekannten gruppentheoretischen 
Satze die ursprüngliche Gruppe auf die Gesamtheit der- 
jenigen Substitutionen reduziert, welche die adjungierte 
Irrationalität nicht ändern. Diese Gesamtheit von Sub- 
stitutionen ist bei der Gruppe ©,: 1,(135) (246) und 
(153) (264), und bei der Gruppe G..:1,(13) (24), (15) (26) 
(35) (46), (135)(246) und (153)(264). 

Nach Adjunktion von Ve müssen also im ersten Falle 
x, x, und x, einer kubischen Abel’schen Gleichung genügen, 
da sie durch die übrig bleibenden Substitutionen nur 
cyklisch umgetauscht werden; im zweiten Falle müssen 
X,),X%, und x, einer allgemeinen kubischen Gleichung ge- 
nügen, da sie durch die übrig bleibenden Substitutionen 
auf alle 6 Arten vertauscht werden. 


1) S. Abelsch. Gl. unter A. 


Be 


X,,X, und x, genügen der Gleichung: x®—= Vc. Diese 


ie 
Gleichung ist für Ve als rationale Grösse nur dann eine 
Abel’sche, wenn auch «a, d. h. V— 3 rational ist!); d. h. 
damit (18) zur Gruppe ©, gehört, muss mit Ve auch V—3 
mitadjungiert sein — von vornherein ist V—3 nach VII 
irrational; es muss also ce von der Form — 39° sein, wo 
q rational ist. In jedem andern Falle gehört (18) zur 
Gruppe G,,. Im ersten Falle darf nach VIII (—3 49°) 
keine Oubikzahl sein; und (18) wird für diesen Fall: 


x +H3P= = Ve du 8) 
ee _ VII y— —-3)@=a 5-.\ 
mit den Wurzeln: 
ee er — y=eV—3g | 
yeoxoo Wecigge 


Damit haben wir folgendes erstes Hauptresultat: 


1. Ist q eine von Null verschiedene Rationalzahl, jedoch 
(— 3 q?) keine Kubikzahl und V — 3 irrational, so stellt 
(19) mit den Wurzeln (20) eine Gleichung mit der 
Gruppe ©, dar; 

2. ist c eine Rationalzahl, jedoch weder eine Quadrat- 
noch eine Kubikzahl, und auch nicht von der Form 
— 3:0 für q als eine rationale Grösse; gehört 
ferner V --3 nicht zum Rationalitätsbereiche, so 
stellt (18) mit den Wurzeln (I7) eine Gleichung mit 
der Gruppe @,, dar. 


Beispiel ad 1. Für g=1 wird (19): 


(19) 


(20) 


6 6 
= V/-J- nu; m Seel Bo 
6 
x, — 0 wa ER 
Beispiel ad 2. Fürc=2 wird (18): 
2 =- ® —- VA) $+Vd) — 
gt 5 
&—- VRR —- VAR —-aV)—0 
mit den Wurzeln: 
6 Be 0 
x = V2=—x,; neoVe2e on: „zeva ı 


Von nun ab schliessen wir den Fall a =0 in (12) 

IX aus (IX). Mit a’ und d‘ sind dann auch w und Zt in (14), 
ebenso wt und w?”--t? von Null verschieden, wi und 
w®-+- 1° ausserdem. rational, definiert durch (15) und die 


21) Gleichung: ER 
Aus (13) folgt: 
u: KEX X, a, er Max, 
(22) 5 =3t; 5 0 
Aus (9) und (22) folgt unter Berücksichtigung von (8): 
ut rn edaVe 
(23) ran TOR) Vew 
md ee 
und hieraus ergeben sich die Wurzeln: 
ze-xn,=le(d+ ur) 
(24) ge — Ve(d+aw-+ at) 
„= -,=Vl(d+ewtre)) 


(d) giebt folgende Relation zwischen den Coeffizienten: 
(25) 2+2ut=-d—- 20-0 


a Ve; 
und (8) folgende andere Beziehung: 
cd’ —b’+ad=1 


Mittels (25) und (26) lassen sich a’ und db’ durch e und 
d ausdrücken: 


Da Ö' nach IV von Null verschieden ist, muss 
5Bced’-=2 sein (X); ebenso ist mit a’ auch d von Null 
verschieden anzunehmen (XI). 


Die Bedingung V wird unter Rücksicht auf (27): 
3 (20 cd? — 27 c? d° — 4) keine Quadratzahl (XII). 


Nach Früherem muss sich (1) durch die Substitution 


y=x%” auf die Form (7) bringen lassen, wobei I und II 
gelten müssen. Diese Bedingung nehmen wir auf und 
bilden die zu (24) gehörige Gleichung: 


+ 2cdM cd — IH)? —c—=0 


Diese Gleichung ist von der Form (7) wenn wir 
setzen: 


cd ce —8)—=u 
—c=b 
Mit c ist auch db von Null verschieden, also II erfüllt. 
Nach I darf nun — 275 -+-4a°) keine Quadratzahl 
sein, d.h. es darf — = (27T ed? — 2)? 27T d° — 20 cd’-+A4) 
keine Quadratzahl sein. Für 27 cd’ — 2=j=0 ist diese Be- 
dingung mit XII von selbst erfüllt. Damit wir aber nicht 
die Quadratzahl Null erhalten, müssen wir 27 ed’ — 2-0 
annehmen. Dann ist lerfüllt. Aus (28) erkennt man ferner 
dass 27cd?— 8 auch von Null verschieden sein muss. 


Fk 
6) 


(26) 


x 
XI 


XII 


(28) 


(29) 


Dean sonst würde ce = . d. h. eine Oubikzahl, und die 
Gleichung (28) hiesse: x® = c = Cubikzahl, wäre also re- 
duzibele. Wir müssen also 27 ed? verschieden sowohl von 


XIII 2 als von 8 annehmen (XII). 
Aus (24) folgen nun unter Rücksicht auf (27) die Re- 


lationen: 
u =-3dVe=— (,+x,+x,) 
(30) ee, 2 Fu, u 19 
ER — Ve + NR 


d. h. es sind die elementaren symmetrischen Funktionen 
von %,,. %, und x, sowie von x,, x, und x, ranonals 


Funktionen von Vc. Ebenso ergeben sich x, x,, X,X, und 
x, x, als rationale Funktionen der drei Kubikwurzeln 


Vv +V &) +6), aa: — ist (nach (15). 


Die zu (24) gehörige Gleichung (1) wird also: 
| HB) HB) B)- 


422 Wx  . 
= H3de Ted —IY)R—c = (0; 


und es sind hierin ®,, ®,, ®, rationale Funktionen der 
3 


; b' b’\2 (a\? / 
drei Kubikwurzeln \ 2328 = (*) 5 ned 


A, die in (30) aufgeführten rationalen Funktionen von Ve. 


Es sind ferner folgende Bedingungen notwendig: c und d 
von Null verschiedene Rationalzahlen, ce jedoch keine Quadrat- 
zahl; ferner 5ed® +2, 27 cd --2und—+8, + (0 cd? — 
27 c?d° — 4) keine Quadratzahl. 


Be EEE 


Es lässt sich nun leicht zeigen, dass unter den an- 
gegebenen Bedingungen auch wirklich jede Gleichung von 
der Form (31), wenn sie nicht reduzibel ist, entweder der 
Gruppe ®, oder der Gruppe @, zugehört. Wir denken 
uns rückwärts (31) gelöst und bezeichnen die Wurzeln wie 
in (24); a‘ und b‘ sind hierbei dann durch (27) definiert. 
Bei dieser Wahl der Bezeichnung lässt sich dann also jede 
Gleichung von der Form (31), für welche die aufgestellten 
Bedingungen gelten, einerseits durch Adjunktion von Ve 
in zwei rationale Faktoren spalten, deren jeder drei Wurzeln 
liefert — und zwar x,, x, und x, bzw. x,,x, und x,; ander- 


seits durch Adjunktion der drei Cubikwurzeln 
3 


VVOHG 


in drei rationale Faktoren spalten, deren jeder zwei Wurzeln 


liefert — und zwar x, und x,, x, und x,, x, und x,. Die 
Gruppe von (31) muss also, wenn sie transitiv, d. h. (31) 
irreduzibel ist, einerseits die zwei Systeme der Imprimitivität 
1, 3, 5] und [2, 4, 6], anderseits die drei Systeme der Im- 
primitivität [1, 2], [3, 4] und [5, 6] besitzen, kann mithin 
nur eine der Gruppen ®,, ®, oder @,, sein. 


Wie wir schon sahen, sagt (28) bzw. (31) aus, dass 
3 Don nwarndasselbesisin x x. X, xx, 
einer Gleichung von der Form (7) genügen, für welche I 
und II gelten. Eine solche Gleichung ist entweder reduzibel 
oder eine allgemeine kubische Gleichung, da das Differenzen- 
produkt nach XII und XIII, d. h. nach I irrational ist. 
Beschränken wir uns auf irreduzibele Gleichungen, so ist 
also (31) als kubische Gleichung in x? eine allgemeine, 
welche als Wurzeln die drei numerisch verschiedenen 


natürlichen Irrationalitäten liefert: 


Ze, En, = X. 


_ 


I 


Die Gruppe von (31) — (31) als kubische Gleichung 
aufgefasst, vertauscht also X,, X, und X, auf alle sechs 
Arten. Fassen wir nun (31) als irreduzible Gleichung 
6. Grades auf, so kann ihre Gruppe X, auch nur noch in 
X, und X, überführen, da sie die drei Systeme der Im- 
primitivität [1, 2], [3, 4] und |[5, 6] haben muss. (31) als 
kubische Gleichung ist also Besolvente von (31) als 
Gleichung 6. Grades. Es muss mithin die Gruppe von 
(31) als einer Gleichung 6. Grades die drei Systeme der 
Imprimitivität auch auf alle sechs möglichen Arten ver- 
tauschen,') kann mithin nicht ©,, sondern nur ®, oder @,., 
sein. Es fragt sich nun: Unter welchen Bedingungen ist 
die als irreduzibel angenommene Gleichung (31) mit den 
Wurzeln (24) eine Gleichung mit der Gruppe ©,, und unter 
welchen Bedingungen gehört sie zur Gruppe @,? Es 
genügen die Wurzeln (24) der Gleichung (8): x, x,x, = Ve. 
Nach Adjunktion dieser natürlichen Irrationalität wird ©, 
auf Substitutionen reduziert, die x,, X, und x, sowie X,, X, 
und x, nur cyklisch und zwar nur in sich vertauschen.”) 
X,, X, und x, müssen also nach Adjunktion von Ve für den 
Fall, dass ©, vorliegt, einer gewöhnlichen Abelschen 
Gleichung 3. Grades genügen. Die Gleichung mit den 
Wurzeln x,, x, und x, wird zufolge (30): 


x" —3dVer® + Scdx— Vo —=0 


Um zu sehen, unter welchen Bedingungen diese 
Gleichung eine Abelsche ist, vergleichen wir sie mit der 
von Hack aufgestellten Gleichung in nicht reduzierter 
Form :°) 

1) Klein IV S 3. 

2) Vgl. p. 64. > 

3) Hack p. 7; da die linke Seite von (32) für c und d als von Null 
verschiedene Rationalzahlen sicher keine reine dritte Potenz ist, so kommt 
die Form (x — a? =2M hier garnicht in Betracht, 


Be - 
x? —3ax?+3(a— m?— 3nd)x — a? -- (3a— 2m) (m’+3n)—= 0 
In (33) müssen m, n und m? -+-3n? von Null ver- 


schieden sein. 


Durch Vergleich der Coeffizienten in (32) und (33) 
erhält man: 


ER; Al 
5, Bei, m+3an=—tcd, 


ee u (20 cd’ — 27 c?d® — 4) 


r 


Fi — 


Man erkennt aus (34), dass für die aufgestellten Be- 
dingungen sowohl m? —+ 3 n? als m von Null verschieden ist. 
Damit also (32) nach Adjunktion von Ve eine Abelsche 
Gleichung wird, muss sich n aus (34) als eine von Null 
verschiedene rationale Funktion von Ve ergeben, d. h. es 
muss sich n ergeben in der Form 


n=p-+gqVe 
für 9 und q als rationale Grössen und p und q nicht zu- 
gleich Null. 
Mit diesem Ansatz gehen wir in (34) hinein und er- 
halten: 


—_ j. 
2 ! 2 ne 6 3 = 275 } 
»”-+cg +2pgVe= 5, 20 ed’ — 27 0°d 4) 


Da auf der rechten Seite von (35) eine rationale Grösse 
steht, so muss auch auf der linken eine solche stehen, d.h. 
es muss entweder 9 oder q Null sein. Für p» = 0 folgt 
aus (35): | | 

C g? = Too 20 ed? — 21 c?ds — 4), d-+h. 


„20 cd? — 27 c?d° — 4) = 4 e?gq?d* = Quadratzahl, 


was gegen XII ist. Es bleibt mithin nur übrig: q = 0 
und folglich n = p; (34) giebt dann die Bedingung: 


5,20 e®- TAB —N)—AH I, 


(33) 


(34) 


Be 


XIV d.h. gleich einer von Null verschiedenen Quadratzahl (XIV). 
Nehmen wir diese Bedingung zu den schon aufgestellten 
noch hinzu, so haben wir also in (31) eine Gleichung mit 
der Gruppe ®, — immer unter der stillschweigenden 
Voraussetzung, dass (31) irreduzibel ist. 


Mit III und XIV ist übrigens XII von selbst erfüllt. 


Schliessen wir XIV aus, d. h. nehmen wir an, dass 
a Br28 Se 
5,20 cd 27 cd 4) 


keine Quadratzahl ist, so gehört (31) zur Gruppe G@,.. 
Damit haben wir folgendes zweites Hauptresultat: 


B 1. Sind c und d von Null verschiedene Rationalzahlen, 
c jedoch keine Quadratzahl; ist ferner 5cd?==2, 
27 cd --8 und 2 und „(20 cd? — 27.02 d° — 4) 
eine von Nuli verschiedene Quadratzahl, so ist (31) 


mit den Wurzeln (24) entweder reduzibel oder eine 
Gleichung mit der Gruppe ©.. 


I) 


. Sind c und d von Null verschiedene Rationalzahlen, 
c jedoch keine Quadratzahl; ist ferner 5cd?-=2, 


270 4-8 und -}-2 und weder -> (20 cd’ — 


27 c® d° — 4) noch e (20 cd’ — 27 c?d° — 4) eine 


Quadratzahl, so ist (31) mit den Wurzeln (24) ent- 
weder reducibel oder eine Gleichung mit der Gruppe @,,. 


Beispiel ad 1. Eine irreduzible Gleichung mit der Gruppe 
©, erhält man z.B., wenn man noch V— 3 zum 


absoluten Bereich adjungiert, fürrc=2, d=|1. 
Gleichung (31) wird hierfür: 


69°? —2=0 


und lässt sich spalten : 


ae 
1. in folgende drei quadratische Gleichungen: 
ni 3 Sa eo "en, | BRuR 3 re 
2» _1/(813V2) V6Vva—_8—(8—-3V2) Vevats!—o 
RN EEE 
x? —41$(81.3V0djaeV 6 Va —8 — 8—-3V2) aVevr2ts!—0 
3 7: ERBE. 85 
x211(813V2) aV6 Va —_8 — (8-3 VdleV6Va-+8!—0 
2. ın folgende zwei kubische Gleichungen: 
2+3722219x 72 =0 
x® 3/2232 1.93... 073-0, 


Die Wurzeln werden: 


el ren ge 
to Vavoisaı Voo Falı. =, 
3 3 = 
,=4V2|2 +82 VeR—-8-aVern+s}= —x, 
TE 3 sr 
x =4V2|2+ a V6Vv a -8-aVeVv2 +8! = — x. 


Dasselbe Beispiel passt für die Gruppe @,,, wenn wir 
V—3 als irrational annehmen und also nur den absoluten 
Bereich zu Grunde legen. 


Damit haben wir den Fall, dass zwei der Werte p in 
(2) gleich sind, erledigt. Wir nehmen von jetzt ab an, 
dass alle drei Werte: 9, = x, +2, , = +%, =, T% 
numerisch von einander verschieden sind. Diese drei Werte 
der Funktion 9 müssen dann einer irreduzibeln Gleichung 
dritten Grades genügen, die wir als Resolvente der ur- 
sprünglichen Gleichung (1) bezeichnen können. Diese Re- 
solvente muss nun wieder eine allgemeine kubische Gleichung 
sein; denn @,, 9, und 9, werden durch die Substitutionen 
von ©, bezw. @,, auf alle sechs Arten vertauscht.) Nehmen 
wir also die Gleichung, deren Wurzeln %,, 9, und Q, sind, 
in der Form an: 


1) Klein IV $ 3, 


Dr ge 


(36) Ye: a, Y + b, =), 
indem wir wieder 9,-+9,--9, d. h. den Coeffizienten 
von x° in (1) gleich Null setzen —, so müssen wir 


als notwendige Bedingungen hinzufügen: 1. Es darf 
xV — (275 +4.«) keine Quadratzahl sein (XV)!); 2. es muss 
xVI 5, von Null verschieden sein (X VI). 


a wir: 


an u -VawVE )+) was VB VG 


und wählen zu einem der drei möglichen Werte für u, 


denjenigen von v,, der die Gleichung 


ji 
(38) uvm = us 
befriedigt, so werden die Wurzeln von (36): 
ara 
(39) +3, =-y,-eutrom, 


xt, = y,=- au tev 
der Sinn der Quadratwurzel, an sich beliebig, ist in vw, und 
v, derselbe. 


Mit db, ist auch = —b, als von Null ver- 
XVil schieden anzunehmen (XVID. Da ferner nach XV 
— (27b7+ 4a?) von Null verschieden sein muss, so muss 


De 3 3%, 
auch W— 0 —=2 V (a) Sie (3 = a Vo» D?--4a? 


XVil von Null verschieden sein. (XVII). 


Aus XVII bezw. XVIII folgt, dass u, und v, nicht 
a Null sein können, Aus (39) folgt: 


1) vel. I, 


u 


Del az eier Eee: 
ee a ea nn 60 


a A DA AN 


Dies Bunktion 7, 4x, zul. 8). x.) muss 
von Null verschieden sein, damit nicht zwei Wurzeln x 
gleich werden; sie bleibt bei der Hälfte der Substitutionen 
von ©, bezw. @,, ungeändert und wechselt bei der andern 
Hälfte nur ihr Vorzeichen. Bedeuten also k und c, von 
Null verschiedene Rationalzahlen, c, ausserdem keine 
Quadratzahl (XIX), so kann man setzen: 


nem), - 2), —x)=kVe. 


Diestbuulksonsır 3. Xumax, 93%,20.%., X: bleiht 
bei denselben Substitutionen von ©, bezw. G,, ungeändert 
wie %, und wechselt auch bei denselben das Vorzeichen. 
Ist also d, rational, so kann man setzen: 


ee U We, 


Setzen wir nun abkürzend: 


a Re Br a“ (X, — 2%) 


—=5t, und 
X 
u Fe, ta; —%) , 
RT ——— 3 w; 
A 
X 


so folgt leicht, dass sowohl w,t, als w’—+-t} rational sein 
müssen. Denn: 


1. w,t, ist eine rationale Funktion der xe, in welche 
« nicht eingeht; 2. dieselben Substitutionen von ©, bezw. 
G,,, die w, ungeändert lassen, ändern auch £, nicht; 3. die- 
selben Substitutionen, die w, mit @ bezw. «@* multiplizieren, 
gaben ti, den Faktor @* bezw. «a; 4. jede Substitution, die 
w, in t, «t,, a*t, überführt, führt zugleich t, bezl. in 
w,, e®w, @aw, über. Ebenso ist w +1} eine von « freie 


(40) 


XIX 
er 


(46) 


I 


rationale Funktion der xe, und w* und #} bleiben entweder 
zugleich ungeändert, oder sie gehen gegenseitig in einander 
über. Wir können also setzen: 


wb=0, wri> 02 
für 0, und og, als rationale Grössen. 
Wir betrachten die Funktion: u, t, +v, w,. Es ist: 


1. ut +v,w, eine von « freie rationale Funktion 
der xe, wie man leicht durch Ausrechnen bestätigt. 
2. u, 1, v,w, eine Funktion, welche bei sämtlichen Sub- 
stitutionen von @,, und ©, numerisch ungeändert bleibt — 
ut, und v, w, bleiben entweder für sich ungeändert oder 
gehen gegenseitig in einander über. Es gehört also 
ut, v,w, zur Gruppe ©, sowohl wie zu @,, und man 
darf für o als rationale Grösse setzen: 


ut tvw—0. 
Analog ergiebt sich uw, + v?t, als eine rationale, 
von «a freie Funktion der xe, die zu beiden Gruppen ge- 
hört, so dass man für 0‘ als rationale Grösse setzen darf: 


ww+tvut =. 
Mittels (45) und (46) lassen sich stets, selbst wenn 


eine der Grössen u, und v, Null ist, w, und {, rational 
durch u, und v, ausdrücken. 


Wir betrachten nun zunächst den Falla, =0,d.h. 
nach (38) w, oder v, gleich Null. Wählen wir z. B. den 


V 1 (üN. 2 
Sınn der Quadratwurzel Py + 3) m (37) positiv, so 


wird füra,=0 auch u, =0, während v, dann sicher von 
Null verschieden ist.) Die Gleichungen (40) werden für 
diesen Spezialfall: 


1) Vgl. p. 74 unten, 


ee A Glan ae ill, Ä 
tt tntegtn)-3u-6Vh | (aM) 
Eee 
und es ist hierin = Er — — n db, eine von Null ver- 
schiedene Rationalzahl. Damit (36) irreduzibel ist, darf A, 
keine Kubikzahl sein (XX); denn dann würden nach (47) XX 
ae re rennd a ex, hl iX.) Tational, 
d. h. (36) wäre in zwei rationale Faktoren spaltbar. 
Nach XV darf für a =0 — 270 keine Quadratzahl sein; 


d. h. es ist V—3 als irrational anzunehmen. (XX1.) XXI 


Wir drücken nun w, und £, durch v, rational aus. 


Für u, =0 wird 5) vw=e,dh w = 5 ne BL 


en 4 
= Es v—=2fVR für f als rationale Grösse. Ebenso wird 
1 
4 BU 
46):vt=e,dht = = — 2eVA,, wobei e rational ist. 
1 
4 gr 
En Een BLATE (48) 
sind auch, wie es (44) verlangt, w, t, und w} + ti rational. 
Bei der Bedeutung von w, und i,!) ist also nach (41), (42) 
und (48): 
+, - +2, =6dV, 
en Rt 
u reg -z) te —x)=beVe VA, (49) 


2 


Zee Boa exit, Ve, VAR, 
und es sind hierin e =ek und f, = fk Rationalzahlen. 


d,, e, und f, dürfen nicht zugleich Null sein (XXI), xxII 


weil dann 


X a a ed Ya Fe N wäre. 


1 


1) 8. Gl. (43). 


ee 
Aus (47) und (49) folgen nun die Gleichungen: 
60 tm —2lh;n me 
x, —%=2lVe (d, te Vz KV) 
(51) x, — u, =2Ve(d, +0? Ayicar Q vv 
ar 2 Vo d HG a a? AVB) 
Aus (50) und (51) ergeben sich die Wurzeln: 


Eh 2 3 Ba 
- ara + avYaı nl 


3 


= 2 u 
— (2 VA, Su Ve, (d, + a? e, VA, VA) 


> Br et 
EM VA, ae Ve, (d, -- ae, VA, =: a* 1% vA2) 


Aus (52) erkennt man: 1) ebenso wiex, X, 3 X, 
x, x, nach (50) rationale Funktionen der 3 Cubikwurzeln 


VA, sind, sind es auch x, x,, X, X,, X, X,; 2) die elementaren 
symmetrischen Funktionen von x,, X, und x, einerseits und 
von x,, x, und x, anderseits sind rationale Funktionen von 


Ve,. Die zu (52) gehörige Gleichung wird also: 
(x? + 122.0) (x? -+- az =D) (x? A: dB) 
(53) ee a a 
—x° + Cr -D- + EX: +- Fx+G=0, 
und es sind hierin W\, U, A. 8, ® 
3 


Dr rationale 


Funktionen der 3 Cubikwurzeln VA; an 


€ , rationale Fraktionen von Ve. Es gelten die Bedin- 


gungen: C,, d,, &,, fi, 4, sind Rationalzahlen, c, jedoch 
keine Quadratzahl, A, keine Cubikzahl; d,, e, und f, dürfen 


nicht zugleich Null sein; V/— 3 ist irrational, 


II’ III II’ 


I NN 


Es ist nun leicht zu zeigen, dass unter den ange- 
führten Bedingungen (53) mit den Wurzeln (52) stets eine 
irreducible Gleichung ist, die entweder zur Gruppe ©, oder 
zu G,, gehört. 

Vergleichen wir die Wurzeln (52) mit den Wurzeln (45) 
der Abelschen Gleichungen, so erkennen wir, dass letztere 
bis auf die Bezeichnung mit diesen übereinstimmen — 
während dort die Rationalzahlen mit c, d, e, f und 4 be-. 
zeichnet sind, sind sie hier entsprechend c,, d,, e,, f, und A, 
genannt; ebenso sind die Wurzeln etwas anders benannt. 
Die Bedingungen, die dort notwendig sind, haben sich hier 
gleichfalls als notwendig ergeben, mit dem einzigen Unter- 
schiede, dass V—3 dort rational, hier irrational sein muss. 
Alles, was dort auf p. 45 und 46 über Gleichung (47) ge- 
sagt ist, gilt daher im wesentlichen ebenso für diese 
Gleichung (53); u. a. gilt der dort gegebene Beweis über 
die Irreduzibilität der Gleichung (47) im wesentlichen 
ebenso auch für diese Gleichung (53); da V—3 hier jedoch 
irrational ist, so ist dr Fall, =f =0 unded = —3 
picht von selbst unmöglich und muss darum hier besonders 
ausgeschlossen werden.!) 

Nur in einem wesentlichen Punkte unterscheidet sich 
der dortige Rückschluss von diesem: während dort die 
Gleichung (48) mit den Wurzeln , +x, %,+X, gtX, 
wegen der Rationalität von V—3 eine gewöhnliche Abelsche 
ist, ergiebt sich hier als Gleichung mit den Wurzeln 
X 4%, 4%, X, tx, aus (47) wegen der Irrationalität 
von VY—3 eine allgemeine kubische; während dort also die 
drei Systeme der Imprimitivität der Gleichungsgruppe nur 
cyklisch vertauscht werden konnten, müssen sie hier auf 
alle sechs Arten vertauscht werden. Die Gruppe von der 
stets irreduzibeln Gleichung (53) kann also nicht ©,, son- 


1) S. unter „Abelsche Gleichungen“ p. 46. 


a 


dern nur ©, oder @,, sein. Wir haben nur noch zu unter- 
suchen, wann sie ©, und wann sie @, ist. Damit ©, 
vorliegt, müssen wieder nach Adjunktion von Ve es 
und x, einer Abelschen Gleichung 3. Grades genügen.!) 


Es genügen x,, x, und x, folgender Gleichung: 


3 —34Vex?-+3Sec e-,a,fhl—FaMVo! x 


03 
— UI BE a 
— Ve, jo (Ed HR — 3d,e, fh) +30, ht = 0 


Um die Bedingungen zu finden, unter welchen (54) 
eine kubische Abelsche Gleichung ist, vergleichen wir sie 
mit den beiden Formen: 


ro (55) 
x3—3ax2?+31a2— (m? +3nd)!x— a? +(3a—2m) (m?-+3n2) = 02) 


Auf die Form (55) lässt sich (55) nur bringen, wenn 
gesetzt wird: 


=, A A+3, Ad) + Vol @M+3e1)=2M. 


(57) ist mit unsern Bedingungen verträglich. Be- 
denken wir jedoch, dass (55) nur dann eine Abelsche 
Gleichung ist, wenn V—3 zum Rationalitätsbereich gehört, 
dass anderseits nach XXI V—3 irrational sein muss, so 
erkennen wir, dass (54) nur dann nach Adjunktion von 
Ve, eine Abelsche Gleichung von der Form (55) sein kann, 
wenn 1. f, =0O und 2. Ve, — gV—3 ist, für q als rationale 
Grösse — denn es muss eben mit Ve, zugleich auch V—3 
adjungiert sein. 


1) Vgl. p. 65; die Rolle, die dort x; x3 x, spielt, spielt hier die 
durch (41) definierte Funktion yı. 
2) Hack p. 7. 


RE 
Wir vergleichen die Coefficienten von (54) und (56), 


indem wir jetzt f, als von Null verschieden annehmen, 


und erhalten: 


m"+3nP®—=fA(lase-+ Ve); | | 


Mm 


N 


rr93048 2 +Ve,( Barca Ar9e,) _A+eVoy+e, 3A, Ve, 


er Rt 


2 f,(c,e,+ Ve) 2f, (ae + Ve) 
Arte Ve)? —cf?i,Ve, 
a2fae + Ve) 


Deese Ve, für Ve, als eine von Null verschiedene 
Irrationszahl nicht Null sein kann, so durften wir durch 
Cı e+Ve, dividieren, es folgt daraus aber auch, dass 
m®-+-3n? eine von Null verschiedene rationale Funktion 
vonVe, ist. In (56) müssen ebenso m und n von Null 
verschieden sein. m oder n können aber nur Null werden, 
wenn zugleich: 1) 1-34, & = 0 und 2) & (3 --c, ey 
— dafAM ist. Aus 1) folgt, dass e, dann von Null ver- 
schieden sein muss — c, ist es nach XIX sowieso Wir 


können also mittels 1) c, durch e, ausdrücken und den so 


64 e° 
erhaltenen Wert in 2) einsetzen. Es folgt dann: 4? — m = 
1 


3 


d.h. = -— = Kubikzahl, was gegen XX ist. Es sind 
mithin auch m und n in (58) von Null verschieden, 
m ausserdem eine rationale Fruktion von Ve, ; für n trifft 
das wieder nur zu, wenn V—3 eine rationale Fruktion von 
Ve, ist, d.h. wenn: ce, = — 39? ist für gq als eine von 
Null verschiedene rationale Grösse. 


Es kann mithin (54) nach Adjunktion von Ve, nur 
dann eine Abelsche Gleichung sein, wenn c, = — 3.9? ist. 
Nehmen wir diese Bedingung zu den schon aufgestellten 


noch hinzu, so hat (53) die Gruppe ©,; ist dagegen c, nicht 
6 


(58) 


Te ER 


von der Form (— 39°), so gehört zu (53) die Gruppe @,.. 
Für letztere ist der Flld4, = f =Imdea. de = 53 
(vgl. p. 79) also von selbst ausgeschlossen. 


Wir haben hiermit ein drittes Hauptresultat: 


1. Sind d,, e,, /,, 4, und q rationale Grössen, V—3 
jedoch irrational, q9=|-0, A, keine Kubikzahl, ferner 
d,, e, und f, nicht zugleich Null, ebenso nicht zugleich 
du=f =! und ®—1, so stellt (53) mit den 
Wurzeln (52) stets eine irreduzible Gleichung mit der 
Gruppe ©, dar. In (52) ist e, durch (—- 3) zu er- 
setzen. 

. Sind e,, d,, e,, f, und A, rationale Grössen, V- 3 
jedoch irrational c, keine Quadratzahl und auch nicht 
von der Forn (— 3.q°) für q als eine rationale Grösse, 
4, keine Kubikzahl; ferner d,, e, und f, nicht zugleich 
Kull, so stellt (53) mit den Wurzeln (52) stets eine 
irreduzible Gleichung mit der Gruppe G‘, dar. 


Beispiel ad 1. Setzen wird =&a, =0,9g=-1,4,=2, 


f, = 1, so erhalten wir folgende Gleichung mit der Gruppe ©: 


x° — 4x?108x°—432x+436=0 


diese Gleichung lässt sich spalten: 


1. ın folgende drei quadratische Gleichungen: 


3 SL. 3 
2-92, V22 16 Val ya 


m ER at 
zE 90V 9 Indem ie 


3. 5 2°, 
2 —20 V2x-6ae V2-0o2 VA 


\ 


0; 


2. ın folgende zwei kubische: 


03x 2 jo 0) 
Eu Wa 


Die Wurzeln sind: 


n ER: 6 
n VDE FU SUN 
2 EaSR 6 
in V2 2 6 VA 
X, 

X- RL 

’j=a V2+aV—43 
x, 


Beispiel ad 2. Setzen wir: u,=e =I, 4-4 =2, 
f, =1, so erhalten wir folgende Gleichung mit der 
Gruppe @;»: 
x° — 4x? — 722° —192x—124=0; 
dieselbe lässt sich spalten: 


1. in folgende drei ee Be : 
3... 
2? —2 VaR= Va+ Vi=0 
202 VIx- 4a Vd ta Vi=0 
orale, 
2. in folgende zwei kubische Gleichungen: 
2 —6V2x—-2—8V2=0 
zer HE MEZ EI VID. 
Die Wurzeln sind: 


Ber 71V 
X, 
= 3 Br 
I! 2 V32+2ua V: 
X, 
Re BEER 6 
Sta V2+2 2 V3 
x, 


Es bleibt nun noch der letzte und allgemeinste Fall 
zu erörtern übrig, in welchem 1. in (2) 9,, 9, und 9, alle 
von einander verschieden sind und 2. in (36) a, von Null 
verschieden ist. Dann ist nach (38) sowohl u, wie v, von 
Null verschieden. Aus (45) und (46) folgt unter Rücksicht 


auf XVII, (37) und (38): 
6* 


Erde 
2 ER 
wu tw =ou 


2 S Brent 


durch 3 3 > o 
Subtraktion: 70, (WI — v,) Br a 


Re ou Me R 
‚= = _ — 
EV CH 
= e uw — eo (u, v,) 
1 Eon, 
a Ve) +) 
ae. DE. 
en 
a ) a 
(59) - 2 VG) +) | 5 +V & +()) 
("+ V + (*) m 


3 Du. dere 
Ebenso: Wi +Wwvw=eow 


3 2 a 
vu zwuww=eov, 


durch 3 5 2 j 
Subtraktion: b, 07 ea vo) a 


Om a 
u“ — u > V&+ Ei 


0 (Ü, v,) = Q' v 


- 2% Vo | 
g Ben, 


Lv 2 2 + )ase = 
=V9072-V0) 


(” me V@+ ()) U; 


(60) 


SE u an. 


a 


denn der Ausdruck für f£, unterscheidet sich von dem Aus- 
druck für w, nur durch das Vorzeichen der Quadratwurzel. 

Aus (59) und (60) ergeben sich auch, wie es (44) ver- 
langt, w, t, und w® 4 rational. Bei der Bedeutung von 
w, und it, nach (43) ergeben sich aus (42), (59) und ( (60) 
unter Rücksicht auf (41) folgende Gleichungen: 


ur BUT .,—6do, 


| 
te te ala V CO) HC a (61 
| 


en vorlx As anne (+V$+C (>) Ju, 


und es sind hierin « =%$%km und v= !kn rationale 
Grössen. d,, « und v dürfen nicht zugleich Null sein, 
weil sonst x, = X,, , =X, X, —=x, würde (XXII]). XXI 


Aus (40) und (61) folgen nun die Gleichungen: 


xt, =u+0; 2,42, =eu ta; 2,42, — au,-tev,. (62) 
= WVäla+ (+ VOR) | 
Be: | 

—-V@+(@).)] 
- Valate eV | 
e-VO+ on). | 
| 
| 


(63) 


= 2Vo, [a+@(@4-V + 9 ))u+ 
«(«-VÜ+6).] 


(65) 


und es sind hierin U,, 4, 


a 


and Hietnde re ae, 

= 4 +0)#Va[a+ (eV 
(-V&O+G).] 

(au, +2) Ve |q, + « («++ VO +" )u+ 

b e(«-+V &+@).] 

— (eu Fan) Vo [a + (u »V © I +6) ) )u,+ 

| VO 


Aus (64) erkennt man: 1. Ebenso wie x, + x%,,%,-- x, 
und x, +-x, rationale Funktionen der drei Oubikwurzeln 


V-4vo+@ 


sind — v, lässt sich mittels (38) durch u, rational aus- 


drücken —, ind! es auch x;x,, %,x, und xx. 2. Biedırz 


elementaren symmetrischen Funktionen sowohl von x,, x, 


und x,, als vonx,, x, und x, sind rationale Funktionen von 
vor Die zu (64) gehörige Gleichung (1) wird also: 
+Ux Bd) a er zz 
| A +-&?+DdDı FT) Ir, DS 
x ('z?4+-Ds’+ Ey’ + Fx-0=0, 
nn Am 9%, 2, und 3, rationale 
Funktionen von « a w;,n,® ©. © &, © ratio- 


II? 1? 
nale Funktionen von vo“ Rs En die Be 


ee 


a, -[=0, d,=0, — (2707 + 4a}) keine Quadratzahl; d,, u 
und » nicht zugleich Null, c, keine Qnadratzahl. 


Es lässt sich nun wieder umgekehrt zeigen, dass jede 
Gleichung von der Form (65), für welche die aufgestellten 
Bedingungen gelten, entweder reduzibel oder eine Gleichung 
mit einer der Gruppen ©, und @,, ist. Wir denken uns 
rückwärts (65) gelöst und bezeichnen die Wurzeln wie 
n (64). Dann folgt aus Obigem: 


Jede Gleichung von der Form (65) lässt sich durch 
Adjunktion der I Kubikwurzeln 


vVeje 


in drei Faktoren spalten, die bezüglich die Wurzeln x, und 


X,, X, und x,, x, und x, liefern; ebenso durch Adjunktion 
der Quadratwurzel Ve, in zwei Faktoren spalten, die bezüg- 
Bon die Wurzeln x „zz und x; z,; x, ünd.x,.liefern. 

Ist also (65) irreduzibel, so kann die zugehörige 
Gruppe nur ©,, ©, oder @,, sein. Es ist nun der Fall 
ER dass (65) reduzibel ist; z. B. wird füra, = —6 
undd, = — 9: 


5, Na 
vo); D- 9 | m Varg=2 


d. h. es ist (65) in zwei rationale Faktoren spaltbar, deren 


einer x, und x,, und deren zweiter x,, X,, %, und x, liefert; 


4) 
Bene nach (02, werden x x, 1x, Fox, Rs (In Xgund 
&, x) (&,+x,) rational, und analog werden x, xX,, 
X,X, 4 X, X, X, X, X, X, rational, folglich sind dann die 
- elementaren symmetrischen Funktionen von x, und x, 
einerseits und von x,, X,, X, und x, anderseits rational, 


Se 2 


mithin ist (65) in zwei rationale Faktoren spaltbar. Die 
Bedingung XV ist dabei erfüllt; denn es wird für a4 = — 6 
udds = —- 9: = BE JA) — 1325, und 77 
ist für den absoluten Bereich keine Quadratzahl. 

Ebenso ist für den Fall, dass v, und mithin v, irrational 
ist, leicht zu beweisen: 1) (65) ist in drei rationale Faktoren 
teilbar, wenn alle drei Grössen x, +2,28 +%,undz,. 4x, 
rational sind; 2) (65) ist in zwei rationale Faktoren teilbar, 
wenn eine dieser Grössen rational ist. Kurz, es ist der 
Fall der Reduzibilität von (65) nicht ausgeschlossen. 

Beschränken wir uns nun aber auf irreduzıble 
Gleichungen von der Form (65), so ist nach eben Gesagtem 
keine der Grössen x, 4%, & 7 %, und x, --x, rational 
mithin die zu (62) gehörende Gleichung (36) irreduzibel, 
und zwar eine allgemeine kubische Gleichung, da nach 
XV das Differenzenprodukt der drei Wurzeln von (36) 
irrational ist. Die zur irreduzibeln Gleichung (65) gehörige 
transitive Gruppe besitzt nach Obigem die drei Systeme 
der Imprimitivität [1, 2], [3, 4] und [5, 6], kann also 
xx +%,=X,nurnoching, +2, =X,undz, 7,—X, 
überführen, und zwar müssen X,, X, und X, numerisch 
verschieden sein, weil (36) irreduzibel ist. Es ist also (36) 
Resolvente von (65). Als allgemeine kubische Gleichung 
hat (36) als Gruppe die symmetrische 3. Grades, bestehend 
aus allen sechs möglichen Vertauschungen von X,, X, 
und X,. Es muss daher auch die gesuchte Gruppe von 
(65) X,, X, und X, auf alle sechs Arten, d. h. die drei 
Systeme der Imprimitivität auf alle möglichen Arten um- 
stellen!) und kann somit nicht ©,, sondern nur noch ©, 
oder @,, sein. 

Wir fragen nun endlich noch nach den notwendigen 
Bedingungen dafür, dass die Gruppe von (65) ©, ist, und 


1) Klein IV S 3, 


nehmen hierbei stets (65) als irreduzibel an. Analog p. 80 
und 65 können wir wieder schliessen, dass dann x,, x, 
und x, nach Adjunktion von Ve, einer kubischen Abelschen 
Gleichung genügen müssen. 

Während in den früheren Fällen die hierzu not- 
wendigen Bedingungen sich verhältnismässig leicht dadurch 
ableiten liessen, dass wir die Gleichung 3. Grades, deren 
Wurzeln x,, x, und x, sind, aufstellten und diese mit den 
von Hack aufgestellten Formen für kubische Abelsche 
Gleichungen verglichen, würde diese Methode hier in dem 
allgemeinsten Falle zu sehr komplicierten Rechnungen 
führen. Wir schlagen darum hier einen andern, für diesen 
Fall weit übersichtlicheren und einfacheren Weg ein, indem 
wir von einer Eigenschaft des Differenzenproduktes Gebrauch 
machen: Damit x,, x, und x, einer kubischen Abelschen 
Gleichung genügen, muss bekanntlich das Differenzen- 
produkt (x, — x%,) (X, —Xx,) X, —x,) = Il rational sein, d.h. 


(9) 


für unsern Fall — in welchem x,, x, und x, erst nach 
Adjunktion von Ve, einer solchen Abelschen Gleichung 
genügen müssen — es muss Il eine rationale Funktion 


von Ve, sein. a 
Wir bezeichnen zur 7 (2 ) er (2) = 


indem der Index 2 an die Ordnung der konn er- 


innern soll. Aus (40) und (61) folgt dann durch paarweise 
Addition: 


3a ER, .tex,=-|3+43 Vo (u—v3,)|», 
a DE [2 +3 Ve, (u+r3,)|u, 
Nun ist!): 
(xj+« a PET. rau => Sg Be umixie 


av I 


| (66) 


1) Vgl. pag. 31, 


(67) 


(69) 


a 


ah Br IM 2 8 
(7) ta®x,-Fae x,) a 3 2,35% X 7 6%, %,%, 


a ih 
bh. te, + 0?z’ - & peig Fene aı ve 


Bezeichnen wir nun weiter abkürzend jede rationale 
Funktion von Ve, mit rt, (Ve,), so folgt aus (66) und (67): 


v9 + 3,8] re 
—3V 31 
oder unter Rücksicht auf (37): 


a 


V—3:M=‘%,t,(Ve,) oder, 
da II selbst eine ratıonale Funktion von Ve, sein muss: 


nn Er en = rt, (V6,) 

V—3 (Ve) 
1, (Ve,) muss nämlich in der vorangehenden (Gleichung von 
Null verschieden sein, weil ZI es sein muss, da wir (65) jetzt 
als irreduzibel annehmen; wir dürfen also durch tr, (Ve,) 
dividieren. T, (Ve,) muss nun von der Form sein: p—+q Ve, 
wobei p und q im ursprünglichen Bereich rational und 
wegen XV beide nicht zugleich Null sind. 


Wir gehen mit diesem Ansatz in (68) hinein und 


erhalten; 
Rn 


— _—_p-tgVe,d.h. 
VE; p-+qVve, 


b 2 BR * 
—393--, (GC) +G))-P+a2+ 20006, 


BES re 


Aus (69) folgt, dass entweder » oder q Null sein muss. 
Für 9=0 erhalten wir: 


2 3 
AG ER ) lan. 
— (275? -—- 4a}) = (18p)” = Quadratzahl, 
was gegen XV ist. Es muss also sein: p=0 und 91-0. 
Aus (69) folgt dann: 


la ))- on, &n. 


— (2765 --4aN):c, = = eine von Null verschiedene 
Quadratzahl (XXIV) XXIV 


Nehmen wir XXIV zu den schon aufgestellten Be- 
dingungen noch hinzu, so haben wir also, falls (65) irredu- 
zibel ist, eine Gleichung mit der Gruppe ©. Mit XIX 
und XXIV ist XV von selbst erfüllt. Nehmen wir dagegen 
an, dass — (27b’ --4a}):c, keine Quadratzahl ist, so ist 
das Differenzprodukt II irrational und es gehört (65) zur 
Gruppe @,.. 

Damit haben wir folgendes viertes und letztes Haupt- 
resultat: 

1. Sind a,, b,, c,, d,, « und v Rationalzahlen, jedoch D 

a=F0, db, =F0, c, keine Quadratzahl, dagegen 


= acz b?-}- 4. a}) eine von Null verschiedene Quadrat- 


zahl, und sind d,, « und »v nicht zugleich Null, so ist 
(65) mit den Wurzeln (64) entweder reduzibel oder 
eine Gleichung mit der Gruppe ®.. 

2. Sind a,, d,, €,, d,, « und » Rationalzahlen, jedoch 
a-==-0, 5, #0, e, EN Quadratzahl, ebenso weder 


— (27? 44a?) noch — — ‚en 4a?) eine Quadrat- 


zahl, und sind d,, « Mi v " nicht zugleich Null, so ist 
(65) mit den Wurzeln (64) entweder reduzibel oder 
eine Gleichung mit der Gruppe @'.. 


2. ee 


Beispiele ad 1. Adjungieren wir zum absoluten 
Bereich noch V — 3, so erhalten wir für u=v=0,d =1, 
„=2, ,=3, b,=2 folgende irreduzible Gleichung mit 


der Gruppe ©.: 
4a - Yard 4 19% x2-+ 33a x — 15 —O0. 
Dieselbe lässt sich spalten: 


1. in folgende drei quadratische Geichungen: 


3 2 3 Rt 2 3 BEN DEN 
2 _ (Y—-1+ 72 + V-ı1- WR) io voy zz 
3 
“ı — VahR I vo 


3” (aV 14 V2+0V—_1--V2)z 21141 Val Ira, 
BEER 
+4 - vaRV-1- v a0 


(eV 1 VetaV 1 VD ve 
ae en . 
2. in folgende zwei kubische Gleichungen: 
sy ar Hat a 
sl aV22 ihn 1 ya 


die Wurzeln sind: 


za VS Vor Vers 


2 


x] 
%, 


Br. 3 
21-3 V-ı2 var ayigeyosı, 
4 


x, 
x, 


ER. DE FEN 
— (2 V—1+ 22. o ve v2)+V2 


Dieselbe Gleichung gehört zur Gruppe G@,,, sobald 
wir V—3 als irrational annehmen und nur den absoluten 
Bereich zu Grunde legen. Wir führen hier auch ein Bei- 


A N 
spiel für eine reduzible Gleichung von der Form (65) an; 
wir erhalten eine solche für u=v=0(0, d=1l, 4,=2, 
,= 6b, =—I. 
28 — 92? — 2, 2? 4 14x? — 101 X + Pla 0. 
Diese Gleichung hat die beiden rationalen Faatoren: 
32x + )@ +32 — 72232243), 


lässt sich also auf eine quadratische Gleichung und eine 
Gleichung 4. Grades zurückführen, die beide rationale 
Coefficienten haben. 


Wir fassen noch die gewonnenen vier Resultate, und 
zwar einzeln für jede der Gruppen ©, und G,, zusammen: 


I. Damit eine Gleichung eine irreduzible mit der Gruppe ®, 
ist, muss sie sich auf eine der folgenden vier Formen bringen 
lassen: 


IL. 239° —0 (61. (19) 
I. 2 +32cd MT c® —3)x”—c=O0 (s. Gl. (81)) 
II. 2 + Cxt+ De? + Ex + Fe +@G=0 (01. (53)); 


es bestimmen sich hierin die Coeffizienten aus den 
Wurzeln (52): 


X 982 ne} 3 ge 
| Vu aVh+ AV) 
x ger Br 3 a 
ei tevma ten nt 
X; ErTuS De ’ RE 
ze vH EaV3@, +0 0, Vi, +a&f, VA) 


wobei sich das untere Vorzeichen auf x,, x, und x, 
bezieht. 


IV. # + 0#*+Dxo-+Ex?+ Fxc+@'=0 (s.Gl. (65); 
die Coeffizienten bestimmen sich aus folgenden 
Wurzeln (64): 


t4 


2 a FE 
Vi Ur v)tVe ja, (ur Su urn, 
Id,+ a (u+vS3)u, +a?(u=vR,) a 
2 Er 
2) (au, Dt 7 Id, +e*(u+r8,) ura REES 
\ | 


es bedeutet hierin: 


3 
BAAR b 
a-V@)4G). u-V-34+% 


Jede dieser vier Formen lässt sich sowohl durch Adjunktion 
von drei conjugierten Cubikwurzeln in drei Faktoren 
als durch Adjunktion einer Quadratwurzel in zwei 
soiche spalten. 

In I bedeutet q eine Rationalzahl; jedoch darf —3 94? 
keine Cubikzahl, V — 3 nicht rational sein. 

In II bedeuten c und d von Null verschiedene Rational- 
zahlen, c jedoch keine Quadratzahl, und es muss sein: 
5c@-4+2, 27c®-H2 und +8,  (20c@ 
— 27 c2 d® — 4) eine von Null verschiedene Quadratzahl. 

In III bedeuten g, d,, e,, f,, %, Rationalzahlen, A, je- 


doch keine Cubikzahl, und es muss sein: 9-0; d,, 
e, und /, nicht zugleich Null, ebenso nicht zugleich 


d4=f,=0 ud ?e=1; V—-3 ist irrational. 

in IV bedeuten a,, d,, c,, d,, « und » Rationalzahlen, 
c, jedoch keine Quadratzahl, und es muss sein: 
a0, d,-=0, d,, « und » nicht zugleich Null, 


— - (27 32 -- 4. a?) eine von Null verschiedene Quadrat- 
4 


zahl. 


DEN ONNE 


Umgekehrt: Jede Gleichung von der Form I oder III, bei der 
die angeführten Bedingungen gelten, stellt eine Gleichung 
mit der Gruppe ®, dar; jede Gleichung von der Form 
II oder IV, bei der die aufgestellten Bedingungen gelten, 
ist entweder reducibel oder eine Gleichung mit der 
Gruppe 6,. 


2. Damit eine Gleichung eine irreducible mit der Gruppe 
G,, ist, muss sie sich auf eine der folgenden vier Formen 
bringen lassen: 

L. 2 —c=0 (se Gl. (18) 

I. 2 +32cd2T cd — 9) —c=0 (s. Gl (31) 

III. & + 0x2 De? + E® + F£c+@=0 (s. Gl. (53); 
die zugehörigen Wurzeln (52) s. p. 94 unter III; es 
ist dort 9 V— 3 durch Vc, zu ersetzen. 

IV. 2-4 Ü'x?+ Dax? + Ex+-F'x+@'=0 (s. Gl. (65); 
‚die zugehörigen Wurzeln s. p. 94 unter IV. 


Alle vier Formen lassen wieder beide Arten von Zer- 
fällungen zu. 


In I bedeutet c eine Rationalzahl, die jedoch weder eine 
Quadratzahl noch eine Cubikzahl sein darf, ebenso 
nicht von der Form (— 39°) für q als eine rationale 
Grösse; V— 3 darf nicht zum Rationalitätsbereiche 
gehören. 

In II bedeuten c und d von Null verschiedene Rational- 
zahlen, c jedoch keine Quadratzahl, und es muss sein: 


bed —= 2, 27 cd? -=8 und — 2, weder 2 


(20 cd? — 27 c? d® — 4) noch e (20cd? — 27? d® — 4) 
eine Quadratzahl. 


In ILL bedeuten c, , d,, e,, f, und A, Rationalzahlen, jedoch 
c, keine Quadratzahl, auch keine von der Form (—3 7) 


2... Oo 


für q als rationale Grösse; A, keine Kubikzahl; d,, 
e, und f, nicht zugleich Null; und Y—3 darf nicht 
zum Rationalitätsbereich gehören. 


InTV bedeuten a,, d,, c,, d,, « und v Rationalzahlen; es 
muss jedoch sein: a,=|-0, d,-|=0, c, keine Quadrat- 
zahl, ebenso weder — (2707 -H Aa?) noch —_ 


1 
(2707-4) eine Quadratzahl; d,, « und » nicht 


zugleich Null. 


Umgekehrt gilt dasselbe, was p. 95 für die Gruppe ®, ge- 
sagt hat. 


Zum Schlusse weisen wir nur noch darauf hin, dass 
sich z. B. die Gruppe I, analog behandeln lässt. Hier 
findet man in der Hauptsache zwei Grundtypen von 
Gleichungen. 


Er 


Thesen. 


unrnnnno 


. Die Hypothesen sind für den methodischen Aufbau 


der Naturwissenschaft unentbehrlich. 


Das Prinzip der Umkehrung ist eines der wichtigsten 


und fruchtbarsten im ganzen Gebiete der Mathematik. 
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